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!"! #�$�� ��� %�&'�����
( )*+, -

(I,F, v)

• I .'�! /$�1!% 0 <
{1, . . . , n} �% �" �"'!%0�$ �) 12

• F .'�! ���$�'��" 0 3
P(I) �% 2�%!$��"  (A !' �) I 4@

• v .'�! ���$�'��"�$ )("�'��"05 v := F →
1

+3
v(∅) = 0, v(I) = 143 �@�@ ?@%@'@ λ 5 �!"�! "�"�'���� 4@

6$�1!% ���/!%�'! �" S ∈ F
2

→
��"!'�%1 0�$(! v(S)

@
7+89:*:;<=> -

I := {ξ ξ
� � /%�A�A�$�'1 �"

F}.3.?�'�$ ?�%'�0 v(I) � 3� '%�A('!34@
@ABCDEDFC GHGH ( I<J9:;<= K<=L,8: MN O POQQMRS TUVP OWXONN V VT WVOXMYMVROX TZRWYMVRN U[NZXYMRS MR O N[Y VT MPQZYOYMVRN\M][]

S : V → P(I)

^_`abcA GHdH

• ?�! K<e,
C(v) = {ξ ∈ I ξ ≥ v .}

• ?�! If*8J,g h*J9,-
� XMR[OU ��//�"i

Φ := V → I

�j����'���$$1 3!k"!3@lmnopqrsssst8u9vw2 xyzn{{|lmnopqrsssst8u77w2}n{{n~sssst8u77w2

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦
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?�! h	
�I:*�J, I,: 3.
�" �!(��""5*�%i!" '!%" ��$('��"04<3��{ �qyzn{{|����q{��q�{ssss t8uvvw2 �y�n�sssst8u7�w4
ξ �<+;=*:,> η ?@%@' S ∈ F�)
38@84 λ(S) > 0 �"3 ξ(S) ≤ v(S)

�"3
38@�4 ξ(T ) > η(T ) (T ∈ F, T ⊆ S,λ(T ) > 0).

+0!%1  (A���$�'��" �) S 3�$�� ' !0!%1 /$�1!% �" S 4  '%��'$1 ��/%�0! �' /�1�� �' ξ 0!% ( η.�%�'! ξ domS η
@

@ABCDEDFC GH�H h	
�I:*�J, I,:-
 N[Y

S
VT MPQZYOYMVRN NZW! Y!OY"

• #.&"'!%"�$  '�A�$�'10<$RV ξ,η ∈ S %MY! ξ dom• η
]

• #.!j'!%"�$  '�A�$�'10<$T VU η /∈ S
Y![U[ [&MNYN ξ ∈ S

NZW! Y!OY ξ dom• η
]
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^_`abcA GH�H t'�! 65/!% �" ��=�%�'1 i��!w
I = {1, 2, 3}

v(S) =

{
1 (|S| ≥ 2)
0 �'�!%?� !

&�/('�'��" <
J(v) = {x ∈

1
3

+

∑

i∈I

= 1} ,

3("�'  ��/$!j �" 134@

Φ(v)

(1
2
, 0, 1

2
) (0, 1

2
, 1
2
)

(1
2
, 1

2
, 0)e1 = (1, 0, 0) e2 = (0, 1, 0)

e3 = (0, 0, 1)

J(v)

��i(%! 8@8< &�/('�'��" �"3 ��$('��" )�% '�! *�=�%�'1 :��!
�! ��0!

?�! ���/$!1 
�$(!< Φ(v) = (
1

3
,
1

3
,
1

3
) ;

?�! ��%!<
C(v) = ∅ ;

� 0�*5�'�A$! �!'< S =

{
(
1

2
,
1

2
, 0)(

1

2
, 0,

1

2
)(0,

1

2
,
1

2
)

}
;

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦
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!"� ������ ����'����� #�$��
v = vA,b,c i�0!" A1

v(S) := max
{
cx x ∈

1l
+ , Ax ≤ b(S)

}

?�'� 3�$$ "�""!i�'�0!4<

c ∈
1

l
+

2
A �" m× l

��'%�j 2
b : F →

1
m
+

� 3"�"�'����4 0!�'�%0�$(!3 �!� (%! @
�	A 
F�A D� CFCAabE
 �

ȳ ∈
1

m
+

< �" �/'���$  �$('��" )�% '�! 3(�$ /%�A$!� �) '�! i%�"3
���$�'��" 3. ��3�? /%��! 0 )�% /%�3(�'��" )��'�% 42

ȳb(I) = min
{
yb(I) y ∈

1m
+ , yA ≥ c

}

'�!"
ȳb(•) ∈ C(vA,b,c)
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�Aa`�� GH�H

• 4
��%! �"3 '�! ���/$!1 0�$(! .��"0!%i!0 '�?�%3 !�(�$�A%��@3�@!@ yb(•)

'�!  ��3�? /%��! !0�$(�'!3 ?�%'� �) '�! )��'�% 
� !�(�$�A%�(�  �$('��"4

• 42�'� )�0�% '�!  ��%'  �3! �) '�! ��%�!'
• 4+�(�0�$!"�! ?�!�%!� 
H� �	A �	-
�E`�cA �AE 
FA� CFE �`ED��
 A��D�`cAC�AE	AF�Aa� 
 �A�bA�E� E	A �`�EAc bF�A� F� E	A cFC� �D
AH

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

�Aa`�� GH�H �"1 �6@5i��! v � � .�cF�A �`aA02 �@!@2
38@64 v(S) := min {λρ(S) | ρ = 1, . . . , r} (S ∈ F).

3
λρ �%! �  (�!3 ��/�! �) �!A! i(! �!� (%! �"  ��! �"'!%0�$4@

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦



? ������� �� � �� � ����� ? �

� ������ ����'����� #�$���
������''$ �	 �&�
���

�"! ��� 
��������& ����
��% v(•) := min {λρ(•) | ρ = 1, . . . , r}

'�! ��%! � ?!$$ �"�?"3�~ppq�n|�nn{n{ sss �������<
�	AF�Aa dHGH C{v} = K<=h�{λρ λρ(I) = 1 = v(I)}

&" '�! F�E	F�FC`c �"3 A_`�E �� !2 '�! ��%! � 0�*5�'�A$!@ 3�~{r���p�zn{� ��{�q�q�� lm~���~�� ssss������4@
�	AF�Aa dHdH �[Y

v(•) = min {λρ(•) | ρ = 1, . . . , r}

OR� NZQQVN[ Y!OY Y![ λρ OU[ <e:f<)<=*J 8e<�*�;J;:;,>]  ![R Y![WVU[ MN #Y![ ZRM!Z[$ "#$%&YO'X[ &[Y]

r

1

1 2 3

λ1 λ2
λr

��i(%! �@8< ?�! !j��' �"3 �%'��i�"�$ �� !
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λ1 λ2 λrλr−1

r − 11

1

2 3

��i(%! �@�< ?�! "�' !j��' �"3 �%'��i�"�$ �� !
&) '�! i��! � "�' !j��'2 '�!" '�! ��%! � "�' 0�*5 '�A$!@
���%��'!%���'��" �) ��"0!j 0�*5�'�A$! �!' 3���q{z�ppq�|lm~���~��sss �	


�	
�
� 4<
�	AF�Aa dH� 3 Kf*e*L:,e;�*:;<=4H
�[Y µρ '[ QUV'O'MXMYM[N NOYMNT�MRS


] µρ � λρ (ρ = 1, . . . , r)\
�] •

µρ ≤ 1 O][] (ρ = 1, . . . , r)\
 ![R

S := K<=h�{µρ ρ = 1, . . . , r}

MN O "#$%&YO'X[ N[Y]
�cc �FC�A_ �	-��E`�cA �AE� OU[ S[R[UOY[� Y!MN %O�]

λ1 λ2 λrλr−1

r − 11

1

2 3
µr−1 µr

��i(%! �@6< ?�! �%'��i�"�$ �� ! 5 � 0�*5�'�A$! �!'

H� �	A �	-
�E`�cA �AE 
FA� CFE �`�F� E	A �	F�E
�D
A F� E	A a`��AE �C�FC
DEDFC`cc
 
 �A�bA�E� E	A
�`�EAc bF�A� F� E	A cFC� �D
AH



? ��� ε��������� ���������� ? �

�"�
ε�

��&����� ���&������
��% �%'��i�"�$ λρ �"3 S =

⋃r

ρ=1
Sρ
33� =��"' �4@

v(S) =
r

min
ρ=1

λρ(S) =
r

min
ρ=1

λρ(Sρ)

���� ! T ρ ⊆ Sρ ?�'�
λ(T ρ) = v(S)

@
?�!" T = ∪r

ρ=1 T
ρ 1�!$3 

v(T ) = v(S) .

��?< �)
ϑdomS η

2 '�!" ϑ domT η
@

*�%!�0!%<
�	AF�Aa dH� 3 �f, 7=f,e;:*=L, �f,<e,+ 4H �[Yϑ,η '[ MP	QZYOYMVRN OR� X[Y ϑdomS η

]  ![R\ T VU OXX NZ
 WM[RYX� NPOXX ε > 0Y![U[ MN O WVOXMYMVR T⊆S NOYMNT�MRS
(λ1(T ), . . . ,λr(T )) = ε(1, . . . , 1) OR� ϑ domT η .

�][]\ %MY! U[NQ[WY YV �VPMROYMVR\ MY MN NZ
 WM[RY OR� R[W[NNOU� YVWVRNM�[U �ε�e,J,h*=: L<*J;:;<=>
 VRX�]



? ������� � � ���� ��
�	�	
�� ����� ?

��

� �� #�$�� �
������''$ �	 �&�
���

��� %�$� 
��������& #�$�

�"! ��� ������������ ��$$����

��? λ1, . . . ,λr < �%'��i�"�$ /%�A�A�$�'�! 3�!A! i(! �!� (%!4�$ � <

λ0 ?�'� /�!�!?� ! ��" '�"' 3!" �'12 λ0(I) > 1
@

&@!@
36@84 •

λ0 =
∑

τ∈T

hτ 	Dτ ;

λ1 λ2

λr

λ0

D1 D2 Dt D2t Drt

h2t

htr

h1 λt

��i(%! 6@8< ?�! 3!" �'1 �) λ0

�i��" ��" �3!%
v(•) = min {λρ(•) ρ = 0, 1, . . . , r}

?�!"
C(v) = 
FC�
{λρ ρ = 1, . . . , r } .



? � �� ��� ���� ���������� ���� ?
��

��% r = t = 2
<
λ1

λ0

λ0

λ2

D1

D2

D3 D4

h3

h2

λ2

��i(%! 6@�< ?�! 3!" �'1 �) λ0 ?�'� v  '!/ 



? � �� ε��������� ���������� ?
��

�"�
ε�

��&����� ���&������
.4� �%!'! �"�$�i(! 0 < 3

λτ := λ(Dτ ) 4
����������������������������������������������������������������

�e,�;+89:*:;<=><
x = (xτ )τ∈T ∈

1rt
+

∑

τ∈T

λτxτ = 1

?�!"
36@�4 •

ϑx :=
∑

τ∈T

xτ 	Dτ ,

��" '�'('! ϑx ∈ I(v)

λ1 λ2
λr

λ0

D1 D2 Dt D2t Drt

h2t

htr

h1

xτ

��i(%! 6@6< � /%!��/('�'��"



? � �� ε��������� ���������� ?
��

����������������������������������������������������������������

�e,�L<*J;:;<=>-@

a = (aτ )τ∈T
��%  ��! ε > 0 ���� ! � ���$�'��" T εa

λ(T εa ∩Dτ ) = εaτ (τ ∈ T) .

λ1 λ2
λr

λ0

D1 D2 Dt D2t Drt

h2t

htr

h1

aτ

��i(%! 6@v< � /%!5���$�'��"



? � �� ε��������� ���������� ?
�
�

����������������������������������������������������������������

8e,�+,*>9e,> 2 �@!@2 )("�'��"�$ �" /%!5���$�'��" <
cρ :

1rt →
1

, cρ(a) :=
∑

τ∈Tρ

aτ .

��%%! /�"3 '� λρ � 
λρ(T εa) = εcρ(a)

�$ �
c0 :

1rt →
1

, cρ(a) :=
∑

τ∈T

hτaτ

��%%! /�"3 '� λ0
2 � 

λ0(T εa) = εc0(a) .



? � �� ε��������� ���������� ?
��

����������������������������������������������������������������

8e,�)*+,
v(a) := min {cρ(a) (ρ = 0, 1, . . . , r) }

3/� �'�0!$1 ����i!"�( < v(ta) = tv(a) t > 04@
@ABCDEDFC �HGH  ![ [&YU[POX QVMRYN VT Y![ WVR"[& N[Y
36@64 A :

{
a ∈

1
t

+ cρ(a) ≥ 1 (ρ = 0, 1, . . . , r)
}

OU[ WOXX[� Y![ e,J,h*=: h,L:<e>]
�	AF�Aa �Hd 3 �f, 7=f,e;:*=L, �f,<e,+ 4H
] �[Y ϑ domS η

]
 ![R Y![U[ MN δ > 0 NZW! Y!OY T VU OXX 0 < ε < δ Y![U[ MN O U[X["ORY"[WYVU ae ∈ Ae OR� O WVOXMYMVR T⊆S NOYMNT�MRS

→

λ(T ) = εae OR� ϑdomT η .

�Y MN NZ
 WM[RY OR� R[W[NNOU� YV WVRNM�[U ε%U[X["ORY WVOXMYMVRN VRX�]



? � �� ���������� ���� ?
��

�"� ���
�%���&� %���

	�� ��� %�$�
�
��������& #�$�

��'�  ��! ��"3�'��" '� '�! hτ
?! ��" ��" '%(�' � .��"3�3�'!0@

λ1 λ2

λr

λ0

D1 D2 Dt D2t Drt

h2t

htr

h1 λt

��i(%! 6@9< ?�! 3!" �'1 �) λ0

λ1 λ2

λr

x̄

D1 D2 Dt D2t Drt

h2t

htr

h1

��i(%! 6@7< ?�! ��"3�'�'! x̄



? � �� ���������� ���� ?
��

@ABCDEDFC �H�H �[�R[ x̄ "�MUNY
36@v4 xτ = hτ (τ ∈ T \ {τ 1, τ r}) .

 ![R xτ1
OR� xτr

'� Y%V [!ZOYMVRN
36@94 xτ1 + hτ̂2 . . .+ hτ̂r−1

+ xτr = 1

OR�
36@74 ∑

τ∈T

λττxττ = 1 .

?��' � 2 x̄ %!�!�' λ0 (/ '�  ��! "�%��$� �"i '� � /%!��/('�'��"
��4  ��! !�(�'��" )�% � %!$!0�"' 0!�'�%@
�	AF�Aa �H�H #�MY! NVP[ WVR�MYMVRN YV h•

OR� λ•

$

K<=h�{
ϑx̄,λ1, . . . ,λρ

}

WVRNYMYZY[N O "#$ &YO'X[ N[Y]

H� ��`DC� �	-
�E`�cA �AE 
FA� CFE �`�F� E	A
�	F�E �D
A F� E	A a`��AE �C�FC
DEDFC`cc
 
 �A
�bA�E� E	A �`�EAc bF�A� F� E	A cFC� �D
AH



? � �� ���������� ���� ?
��

�����������������������������������������������
�	A 2× 2�A_`abcA ���`��A �ACE�`c aA`���A��

h2 + h3 ≤ 1 `C
 λ1 + λ3 ≤ 1 .

�����������������������������������������������

?�!"2
x̄ := (

λ3 + λ0
23)

λ4 − λ1

, h2, h3,
(λ2 − λ0

23)

λ4 − λ1

).

λ1

λ0

λ0

λ2

D1

D2

D3 D4

h3

h2

λ2

��i(%! 6@�< λ0
)�% '�! 2× 2 �� !



? � �� ���������� ���� ?
��

λ1

λ0

λ0

λ2

D1

D2

D3 D4

h3

h2

λ2

x1

x4

��i(%! 6@�< x̄ 3�% ϑx̄4 )�% '�! 2× 2 �� !

�	AF�Aa �H� 3 ��;>:,=L, *=� �=;�9,=,>> 4H
H := K<=h�{λ1,λ2,ϑx̄}

MN O "#$%&YO'X[ &[Y] �VU Y![ 2×2
%WON[ Y!MN MN Y![ �CD��A �FC�A_"#$%&YO'X[ &[Y]



? � �� ���������� ���� ? ��

�����������������������������������������������
�	A 2× 2�A_`abcA� �̀ ��C
`C�A F� �ACE�`c �FaaF
DE
�
36@�4 h2 + h3 ≥ 1

`C

36@�4 λ1 + λ3 ≤ 1 .

����������������������������������������������

�	AF�Aa �H�H C(v) MN Y![ ZRM!Z[ "#$%&YO'X[ &[Y]
3��% h1 = 0, h2 = h3 =

1

2
, h4 = 1, λ1 = ..., λ2 = ...

<
�~{r� ��p�zn{� ��{�q�q�� lm~���~�� ssss������4@



? � �� ���������� ���� ? ��

�����������������������������������������������
�	A 2× 2� A_`abcA ��D�	 �ACE�`c �FaaF
DE
��

h2 + h3 ≥ 1 `C
 λ1 + λ3 ≥ 1 .

����������������������������������������������� &"'�� �� !

x̂ :=

(
0, (1− h3)

λ3

λ2

, h3, 1)

)
=

(
h2, (1− h3)

λ3

λ2

, h3, 1)

)

3
h1 + h3 < 1, h1 + h4 = 1)

@
�	AF�Aa �H� 3 ��;>:,=L, �f,<e,+ 4H

H := K<=h�{λ1,λ2,ϑx̂}

MN O "#$%&YO'X[ &[Y] ##� ZRM!Z[ �$



? � �� ���������� ���� ? ��
@ABCDEDFC �H�H
ϑ h	
�,�:e,+*J-

•

ϑ = x̂ VRD1 ∪D3 ∪D4

OR�
(1− h3) ≤ ϑ ≤ h2

VRD2

ϑ

x̂2

1− h3

h2

h3

��i(%! 6@u< � 0�*5!j'%!��$ ��/('�'��"
�	AF�Aa �H� 3 ��;>:,=L, *=� Kf*e*L:,e;�*:;<= 4H �[Y ϑ̄'[ O "#$%[&YU[POX MPQZYOYMVR OR� X[Y

G := K<=h�{λ1,λ2, ϑ̄} .

Y![R
G
MN O "#$%&YO'X[ &[Y]

^�A�
 �FC�A_ "#$%&YO'X[ &[Y MN S[R[UOY[� Y!MN %O� '� O NZMYO'X["#$%[&YU[POX MPQZYOYMVR ϑ̄ ]
�������� ���������������� ��


