תורת ההצגות
כל חבורה שנזכיר תהא סופית (אם לא נצין אחרת). כל ההצגות בהן נעסוק תהינה מעל ℂ.
אלגברת החבורה מעל ℂ, שתסומן ℂ[G], היא אסף כל הסכומים 
[image: image21.png]


 שמקדמיהם מרוכבים. נתן לתאר אותה גם כאסף הפונקציות המתאימות לאבר g(G את המקדם ag, וכך ℂ[G]:={f:G(ℂ}. האלגברה נפרשת כמרחב וקטורי ע"י אסף פונקציות בסיס 
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, שהכפל ביניהן מוגדר לפי δg(δh:=δgh.
(
תרגיל: בטא את פעלת הכפל בחוג האלגברה באמצעות קונבולציה של פונקציות.
הצגה של G היא הומומורפיזם π:G(AutV, כאשר V הוא מרחב וקטורי (אצלנו, מעל ℂ).
דגמה: הצגה של החבורה G={±1} לאוטומורפיזמים על ℂ, באמצעות כפל. כלומר, 1(G פועל את פעלת הזהות, ו־–1 מעביר x((–x). פעולה של החבורה על ℝ תשרה פעולה על פונקציות ממשיות f:ℝ(ℝ, ובאמצעות נתן להראות פרוק של כל פונקציה ממשית לסכום של פונקציה זוגית ופונקציה אי־זוגית.
דגמה: ההצגה הרגולרית של חבורה G מתאימה לכל g(G את האוטומורפיזם δg לעיל, הפועל על האלגברה ℂ[G]. בתאור באמצעות מטריצות, נתן להתאים לכל g את המטריצה L(g), הפועלת על δh באמצעות δg(δg◦h, או את R(g) הפועלת על δg לפי 
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מכאן, נקבל גם הצגה על G(G, באמצעות הרכבה הן מימין והן משמאל.
 •  ישנה התאמה הפיכה בין מודולים של ℂ[G] ובין הצגות של G. הצגה של G מתאימה לכל אבר אוטומורפיזם של V, וכך מגדירה את V כמודול של ℂ[G]. בכוון השני, על כל מודול מוגדרת פעלה של ℂ[G], ומכך מקבלים התאמה של כל אבר ב־G לאוטומורפיזם של המודול.
הצגות אי־פריקות, למת שור

בהנתן הצגות (π,V),(ρ,W) נרצה להגדיר הומומורפיזם ביניהם. ההומומורפיזם יהיה העתקה לינארית בין המרחבים הוקטוריים V,W, המכבדת את ההצגה. אסף ההומומורפיזמים בין ההצגות יהיה:

HomG(V,W) := {T:V(W | (g(G T(g(v))=g(T(v))}
נגדיר תת־הצגה (subrepresentation): (π,W) תהא תת־הצגה של (π,V) אם W(V הוא תת־מודול = תת־מרחב של V הסגור לפעולת π. מכאן נוכל להגדיר הצגה אי־פריקה (irreducible) = הצגה שאין לה תת־הצגות שאינן טריויאליות.
נסמן Irr(G) את אסף ההצגות האי־פריקות של G. זוהי קבוצה מרכזית בחקר הצגות של חבורה. נראה בהמשך כי היא סופית, ומה גדלה.
למת שור (1): נתונות הצגות (π,V),(ρ,W) אי־פריקות של G. אזי כל הומומורפיזם T:V(W ביניהם הוא בהכרח איזומורפיזם.

הוכחה: הגרעין kerT(V הוא תת־הצגה של G, והנחנו שההצגות הן אי־פריקות. לכן יתכן אחת משתים: 

(א) kerT=V, ImT=0 ואז ההעתקה T היא העתקת האפס.

(ב) ImT=W, kerT=0 ואז T היא חח"ע ועל – איזומורפיזם, כנדרש. 


מש"ל

למת שור (2): תהא (π,V) הצגה אי־פריקה של V. אזי מתחיב HomG(V,V)(ℂ.

( הוכחה: תרגיל. ההוכחה דומה, ומשתמשת בקיום וקטורים עצמיים.

הצגות פריקות לחלוטין, משפט משקה

בהנתן הצגות (π,V),(ρ,W) נגדיר סכום של הצגות באמצעות ההומומורפיזם אל הסכום הישר של המודולים (ρ,π):G(V(W. נאמר שהצגה היא פריקה לחלוטין (completely reducible) אם היא סכום ישר של הצגות אי־פריקות.
טענה: כל הצגה (ρ,V) של G היא פריקה לחלוטין.

הערה: המשפט דורש שנתן יהיה לחלק ב־|G| בשדה. בפרט, הוא מעל ℂ, אך לא תמיד מעל שדה סופי.
( הוכחה: תרגיל. להלן תרשים ההוכחה.

אם V היא אי־פריקה – סימנו. אחרת, מתוך שהנחנו שממד ההצגה סופי, קים תת־מודול אי־פריק W(V. נרצה למצוא תת־מודול L(V שהוא משלים ישר של W כתת־מרחב, ולהתאים אותו לתת־הצגה של V.
יש להגדיר הטלה p:V(W (=העתקה המקימת p2=p), שגרעינה הוא L והיא מתחלפת עם פעולת ההצגה. כדי להגדיר את ההטלה מתחילים מהטלה אחרת על W, ומגדירים מעין ממוצע 
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מש"ל
בעזרת טענה זו נוכל לקבל את מספר ההומומורפיזם בין שתי הצגות של חבורה.
בלמת שור הראינו, שאם ההצגות הן אי־פריקות, יתכן רק איזומורפיזם ביניהן. עבור הצגות פריקות נטען:
טענה: תהינה (τ,V) ו־ (π,W) הצגות של G, שפרוקיהן הם 
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, עבור mσ,nσ(ℤ כלשהם. אזי מרחב ההומומורפיזמים ביניהן מקים 
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הערה: מחובר מתבנית n·σ בפרוק לעיל, משמעו סכום ישר של ההצגה σ עם עצמה n פעמים.
( הוכחה: תרגיל. צריך להשתמש במעין "חק פלוג" כדי לפרק את Hom(V,W) באמצעות הפרוק של V ו־W למרכיביהם.








מש"ל
מסקנה: עבור ההצגה V לעיל והצגה אי־פריקה ρ(IrrG נקבל mρ=dim(Hom(ρ,V)). מכך נקבל שהמקדמים בפרוק להצגות אי־פריקות הם יחידים.
בנית הצגות על G(G
[חסר] להוסיף הסבר על מכפלות טנזוריות בין מרחבים/מטריצות/הצגות

תהא (ρ,V) הצגה אי־פריקה של G ונקח אנדומורפיזם כלשהו T(Endℂ(V).

ישנן שתי פעולות "טבעיות" של G על T באמצעות ההצגה, שהן ההרכבה משמאל ומימין עם תמונת ההצגה. כלומר, לוקחים ρ(g)(End(V) ומגדירים T(ρ(g)·T, או לחלופין T(T·ρ(g‑1).
נוכל לפעול על T(Endℂ(V) באמצעות הרכבה משני הצדדים, וכך לקבל הצגה של G(G מתוך הצגה של G. כלומר, אבר (g,h)(G(G יעביר את T ל־ρ(g)·T(ρ(h‑1)). 
( תרגיל: הראו כי שהצגה זו על G(G היא אי־פריקה. עשו זאת מתוך שתוכיחו איזומורפיזם Endℂ(V)(V*(V, ומתוך שתראו שמכפלה טנזורית של שתי הצגות אי־פריקות של G מניבה הצגה אי־פריקה של G(G. 
( תרגיל: הראו כי עבור הצגות אי־פריקות (π,V),(ρ,W), (π',V'),(ρ',W') מתקים [image: image8.png]


 אמ"ם W'(W ו־V'(V. 
מסקנה: בפרט נקבל מהתרגיל כי Endℂ(V)( Endℂ(W) אמ"ם V(W.
פרוק של אלגברת החבורה
משפט: 
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הערה: זהו איזומורפיזם בין אלגברות, וכן בין הצגות של G(G.

טרם ההוכחה (שהיא, כמובן, תרגיל) נראה ראשית דגמה ונציג תרגיל הנובע ממנה.
דגמה: עבור 
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 האלגברה ℂ[G] תהא ℂn כמרחב וקטורי, עם פעלת הכפל δi(δj = δi+j (mod n).

כידוע, לכל מטריצה מעל ℂ ישנו וקטור עצמי (קים שרש לפולינום הָאָפְיָנִי של המטריצה). אולם מהיות G מחזורית, כל וקטור עצמי של ρ(1) הוא וקטור עצמי של כל {ρ(g)|g(G} (שכן ρ(1)·v=λv גורר ρ(n)·v=ρ(1)n·v=λn·v). מכאן, המרחב העצמי הוא תמיד תת־מודול של ההצגה, ולכן כל הצגה אי־פריקה של חבורה מחזורית היא מממד 1.
יתרה מכך: G היא חבורה מחזורית, הנפרשת ע"י 1, ולכן קביעת התמונה ρ(1) בהצגה תקבע את ההצגה כלה. מתוך שידוע ρ(1)n=ρ(n·1)=ρ(0)=Id נקבל כי ρ(1) הוא בהכרח שרש יחידה מסדר n.

מכאן נקבל את כל ההצגות האי־פריקות של 
[image: image11.wmf]nZ
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. ישנן בדיוק n הצגות לחבורה G, והן הנקבעות לפי בחירת תמונת שרש היחידה ρ(1).
בדגמה זו, האיזומורפיזם שבמשפט הוא התאמה ℂn(ℂn, שהיא התמרת פוריה בדידה. נראה זאת:
ההתאמה מעבירה וקטור בסיס δk(ℂ[G] באגף שמאל לוקטור של שרשי יחידה באגף ימין.

למעשה, ההצגה הטריויאלית המתאימה לכפל ב־1 באגף ימין, תתאים ל־δ0 באגף שמאל. לאחריה, δ1 יתאים לשרש יחידה ξk כלשהו, וההעתקה δj תתאים ל־ξjk. 

כך נקבל התאמה (δ0,δ1,…δn‑1)((1,ξk,…ξ(n‑1)k).
כאמור, באגף שמאל פעולת האלגברה היא קונבולוציה δi(δj בין פונקציות, ובאגף ימין הפעולה היא מכפלת שרשי יחידה ξi·ξj וההתאמה מחליפה בין קונבולוציה ומכפלה.

( תרגיל: בדגמה זו הראינו כי הצגות אי־פריקות של חבורה מחזורית הן תמיד חד־ממדיות. הראו שתכונה זו מתקים גם לחבורות חלופיות, שאינן בהכרח מחזוריות.
רמז: ההוכחה דומה למקרה המחזורית. עקר השוני הוא בהוכחת קיום מרחב עצמי המשותף לכלל המטריצות {ρ(g) | g(G}, שינבע מחלופיות G.
( הוכחת המשפט: תרגיל. נתאר את תרשים ההוכחה. נסמן חורים ב־"(".
נגדיר העתקות 
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, ונראה כי הן איזומורפיזמים. במקום להוכיח כי a (או לחלופין m) היא חח"ע ועל, נראה כי שתיהן חח"ע. די בכך, שכן מכאן נקבל כי ההרכבה m◦a:ℂ[G](ℂ[G] היא חח"ע, ומעבירה מרחב וקטורי מממד סופי לעצמו. כלומר, ההרכבה תהא בהכרח איזומורפיזם ולכן a ו־m תהינה שתיהן איזומורפיזמים.

ההעתקה a היא קלה יותר להגדרה. הראינו כי כל אבר ℂ[G] הוא הצגה של G(G, באמצעות הרכבה מימין ומשמאל. נסמן הצגה זו (ρ,V) ונגדיר aρ(δg) := ρ(g).
בכוון השני: בהנתן T(End(V) נגדיר mρ(T)(g) := tr(T·ρ(g)-1)  (משתמשים ברעיון הנקרא matrix coefficients of an operator). נסוח אחר להגדרת m(T) הוא באמצעות הצגת Endℂ(V)(V*(V והגדרת m על המכפלה הטנזורית: m(φ(v)(g) := φ(ρ(g)v).
( יש להראות ש־m הוא הומומורפיזם של הצגות (=מתחלף עם פעלת ההצגה).

חח"ע a: נניח כי x(ℂ[G] מקים a(x)=0. כלומר, a(x) פועל כאפס על כל הצגה אי־פריקה V, ולכן על כל הצגה של G. בפרט a(x) יחיל את העתקת האפס על אברי ℂ[G] עצמם בהצגה הרגולרית, הנתנת באמצעות כפל ב־x. מכאן מתחיב x=0.

( חח"ע m: מהיות כל ההצגות פריקות לחלוטין, די להראות שלכל (ρ,V)(IrrG שבסכום מתקים כי ההעתקה mρ:End(V)(ℂ[G] היא חח"ע.
( נניח כי mρ(T)=0. כלומר, (g(G tr(T·ρ(g‑1))=0. נראה שאם ההעתקה aρ:ℂ[G](Endℂ(V) היא על, נקבל כי בהכרח T=0.
( נראה כי aρ היא על מתוך אי־פריקות V.









מש"ל איזומורפיזם.

מסקנה א' מהמשפט 
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. מתקבלת ישירות מהשואת הממדים בשני האגפים.
מסקנה ב': מספר ההצגות האי־פריקות |IrrG| שוה למספר מחלקות הצמידות ב־G. המסקנה מתקבלת מהשואת ממדי המרכזים של שתי האלגברות באיזומורפיזם.
המרכז Z(ℂ[G]) הוא אסף הפונקציות מ־G ל־ℂ שהן פונקציות מחלקה (=מתלכדות על מחלקות צמידות). במרכז של אגף ימין 
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 נמצאות המטריצות הסקלריות. ממד מרחב זה הוא כמספר המחוברים בסכום, שהוא |IrrG|. מהשואת ממדי המרכזים נקבל dim(Z(ℂ[G])) = |IrrG|.
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דגמה: G=S3. שתי הצגות חד־ממדיות הן ההצגה הטריויאלית (1,ℂ), והצגת הסימן (sgn,ℂ).

( מתוך dim(Z(ℂ[G])) = |IrrG| ומתוך 
[image: image16.wmf](

)

(

)

å

Î

r

=

IrrG

,

V

2

V

dim

G

 מקבלים כי ישנן 3 הצגות אי־פריקות, והשלישית היא דו־ממדית (תרגיל).
[image: image19.png]id & [1T]
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נתן לתאר את ההצגה השלישית באמצעות פעולה של S3 על משלש שוה צלעות שמרכזו בראשית, וההעתקות על המישור שהיא משרה. נסמן את ההצגה (Rot,ℂ2). 

הערה: למעשה, המאפינים האי־פריקים של החבורה Sn מתאימים לטבלאות יאנג על n תאים. משמאל מתארות ההתאמות עבור n=3 ועבור n=4.
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פורבניוס (1895): כדי לחשב ממדים של הצגות משתמשים בסכומים מהתבנית 
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הראינו את משמעות הסכום כאשר k=0,2. למעשה, נתן לחשבו לכל k<0 זוגי כלשהו. מקבלים מעין פונקצית זטא 
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באמצעות נסחה זו נתן לקבל לכל G את ממדן של כל ההצגות האי־פריקות שלה.
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