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Introduction

Les fibres de Springer sont les fibres de la résolution de singularités du cone
nilpotent de I’algebre de Lie d’un groupe algébrique semi-simple, introduite par
T.A. Springer (cf. . En s’appuyant sur cette construction, Springer a obtenu
une réalisation géométrique des représentations complexes des groupes de Weyl
de tous types (voir ou . Cela a constitué une surprise car jusqu’alors
seule une description combinatoire était connue. La construction de Springer a
été interprétée de différentes manieres par D. Kazhdan, G. Lusztig ou [[12]),
W. Borho et R. MacPherson .

Les fibres de Springer sont des variétés algébriques projectives, connexes. Ce-
pendant elles sont réductibles et singulieres. Elles semblent receler des données
décisives. Ainsi Kazdhan et Lusztig ont conjecturé que la structure des repré-
sentations des algebres de Hecke et la géométrie des composantes des fibres de
Springer sont étroitement lies (cf[[8] §6.3).

Cependant la géométrie des fibres de Springer reste globalement mal comprise,
méme pour le type A (cas que nous nous limiterons a considérer dans cette these).
Ainsi, les couples de composantes irréductibles qui se rencontrent en codimension
1 jouent un grand role dans la conjecture de Kazdhan et Lusztig, mais ils ne
sont pas connus en général. La description des composantes irréductibles non-
singulieres est un autre probleme ouvert.

La combinatoire des diagrammes de Young apparait naturellement dans la
théorie des fibres de Springer de type A, comme l'ont souligné R. Steinberg ,
N. Spaltenstein et M. van Leeuwen .

N. Shimomura a montré qu'un role est joué par les numérotations des dia-
grammes de Young qui sont croissantes suivant les lignes (cf. .

Notre but est d’illustrer I'importance du role joué par ces tableaux “lignes-
croissants” au travers de 1’étude de trois théemes principaux : la recherche de
décompositions en cellules des fibres de Springer, I’étude des composantes irré-
ductibles et de leurs intersections, la recherche de criteres de singularité pour les
composantes.

I. FIBRES DE SPRINGER DE TYPE A. REPRESENTATIONS DE SPRINGER

[.1. Résolution de Springer. Définition des fibres de Springer

On fixe un corps k algébriquement clos. Soit V' un espace vectoriel de dimension
finie n > 0 sur le corps k. Soit B = B(V) 'ensemble des drapeaux complets sur
V, i.e. des suites de sous-espaces 0 =V, C Vi C ... C V,, =V vérifiant dimV; =4
pour tout ¢. L’ensemble B a une structure de variété algébrique projective lisse,
pour laquelle il est isomorphe au quotient du groupe GL(V') par un sous-groupe
de Borel. On appelle B la variété drapeau du groupe GL(V').



Soit N/ C End(V') le cone des endomorphismes nilpotents. L’ensemble N hérite
de la structure d’espace vectoriel de End(V') une structure de variété algébrique
singuliere. Dans , Springer a construit une application Rg : T*B — N qui
est une résolution de singularités de N. Pour v : V' — V un endomorphisme
nilpotent, notons B, l’ensemble des drapeaux complets F = (V;,...,V,) € B
vérifiant u(V;) C V; pour tout i. La projection naturelle 7*B — B induit un
isomorphisme Rg'(u) = B,. C’est pourquoi la variété B, est appelée fibre de
Springer.

Dans le chapitre 3, nous détaillerons la définition de I'application Rg et mon-
trerons qu’en effet la fibre de Rg au dessus de u s’identifie a ’ensemble B,.

1.2. Lien entre la géométrie de B, et la combinatoire des diagrammes de Young

Ce paragraphe sera plus abondamment développé dans le chapitre 4 prochain.
Rappelons qu'un diagramme de Young est la donnée d'un ensemble de cases
réparties suivant des lignes justifiées a gauche et dont la longueur décroit. Par
exemple :

est un diagramme de Young a 7 cases. Si Y est un diagramme de Young a n cases,
un tableau standard de forme Y est une numérotation des cases de Y de 1 a n
telle que les lignes et colonnes sont croissantes (respectivement de gauche a droite
et de haut en bas). On note 7 (Y') 'ensemble des tableaux standards de forme Y.
On appellera tableau lignes-standard de forme Y une numérotation des cases de
Y de 1 an telle que les lignes sont croissantes. Soit 7'(Y’) I’ensemble des tableaux
lignes-standards de forme Y. Pour T' € 7 (Y') standard, on note 7'(T") 'ensemble
des tableaux lignes-standards de forme Y contenant les mémes numéros que T'
dans chaque colonne.

A un endomorphisme nilpotent v : V' — V', on associe un diagramme de Young
a n cases. Soient my; > mq > ... > m, les tailles des blocs de Jordan de u. On
note Y'(u) le diagramme de Young de lignes de longueurs my, ms, ..., m,.

Les composantes irréductibles de la variété B, sont paramétrées par les tableaux
standards de forme Y (u). Il y a en effet une maniere naturelle d’associer un tableau
standard a un drapeau F = (Vj,...,V,,) € B,. Les restrictions de u aux espaces
du drapeau induisent une suite croissante de diagrammes

0=Y(un,) CY(uw) C...CY(uy,) =Y (u).

On numérote les cases de Y(u) de 1 & n en associant U'indice ¢ a I'unique case

de Y (upy;) — Y (wy,_,). En numérotant les cases de cette maniere on construit un
tableau standard T'(F). Pour T' € 7 (Y (u)) standard, on pose alors

Bl ={FeB,:T=T(F)}.
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Ainsi les ensembles B forment une partition de B,. Comme l'ont montré N.
Spaltenstein et R. Steinberg, ces ensembles sont localement fermés, irréductibles,
non-singuliers, et de méme dimension, de sorte que les fermetures des ensembles

BT sont exactement les composantes irréductibles de B, (cf. ou [[27]).

Fixons une base de Jordan de u. Cette base peut étre indexée sur I’ensemble des
cases de Y (u) de telle sorte que I'action de u sur la base corresponde a 'opération
consistant a envoyer une case sur sa voisine a gauche, les cases de la premiere
colonne de Y (u) correspondant aux vecteurs du noyau de u. Soit 7" un tableau
lignes-standard de forme Y (u). Notons e[i] le vecteur de la base de Jordan qui
correspond a la case de Y (u) qui porte le numéro ¢ dans 7. Comme les lignes du
tableau 7" sont croissantes, on obtient u(e[i]) € {0, e[l],...,e[i — 1]} pour tout i.
Ainsi le drapeau Fr = (Vp, ..., V,,) défini par

Vi = (e[l],...,eli]) Vi€ {0,..,n}

est un élément de B,

Soit H C GL(V) le tore maximal des automorphismes diagonaux dans la base
de Jordan fixée. Le tore H agit sur la variété drapeau B. Les drapeaux Fp sont
exactement les les drapeaux de la fibre de Springer B, qui sont fixés par H. Soit
T € T(Y (u)) standard. Les drapeaux de I’ensemble B! qui sont fixés par H sont
les drapeaux Fr pour 77 € T'(T).

[.3. Représentations de Springer

Supposons k = C. Springer a construit des représentations complexes du groupe
¥, sur les espaces de cohomologie H'(B,, Q) (cf.[[25]).

Rappelons que les représentations irréductibles du groupe symétriques 32, sur
le corps C sont paramétrées par les diagrammes de Young a n cases. Si Y est
un diagramme de Young a n cases, on note M(Y') la représentation irréductible
associée a Y.

On pose N = dim¢ B,,. On a I'isomorphisme suivant, plus connu sous le nom
de correspondance de Springer :

H*™(B,, Q) = M(Y (u)).

Les caracteres des représentations de Springer ont été déterminés par Lusztig
. Plus explicitement Lusztig a relié les multiplicités des facteurs irréductibles
de H'(B,,Q) aux coefficients des polynoémes de Kostka-Foulkes (cf. . Comme
les caracteres irréductibles du groupe symétrique sont connus, cela permet de
déduire le caractere de la représentation de X, sur H'(B,, Q). En particulier cela
permet de calculer les nombres de Betti b = dim H'(B,, Q).

Notre but, tout d’abord, est de calculer ces nombres de Betti de maniere plus
directe, a l'aide d’une décomposition en cellules de la fibre de Springer B,.

Notations. On suppose désormais fixés un espace vectoriel V' de dimension n > 0
sur k et un endomorphisme nilpotent v : V' — V. A T'occasion des calculs de
nombres de Betti, on supposera k = C. On pose Y = Y (u).



II. DECOMPOSITIONS CELLULAIRES DES FIBRES DE SPRINGER

Soit X une variété algébrique. Une décomposition cellulaire filtrante de X est
la donnée d’une suite finie de fermés imbriqués

l=XoCcX,C...CcX, =X

telle que chaque sous-ensemble Z, = X, — X, (p € {1,...,r}) est isomorphe
comme variété a un espace vectoriel. Si X est une variété projective sur C, la
donnée d'une décomposition cellulaire filtrante X = | ||, Z, permet un calcul

des nombres de Betti de X : en effet le nombre de Betti dim H'(X,Q) (I > 0)
s’obtient comme le cardinal de I'ensemble {p : 2.dim Z, = [}.

Considérons le probleme de construire une décomposition cellulaire filtrante de
la fibre de Springer B, possédant les deux propriétés suivantes :

(1) Chaque cellule contient un unique point fixe Fp (avec 7" € T'(Y)).

(2) Pour T € T (Y) standard, ensemble B! est réunion de cellules. La cellule
contenant le point fixe Fr est un ouvert de BI.

N. Shimomura a construit une décomposition en cellules possédant ces deux
propriétés. Le principe de la construction est le suivant. Rappelons que la variété
drapeau B admet une décomposition cellulaire filtrante, dont les cellules sont les
cellules de Schubert. La décomposition de B en cellules de Schubert dépend du
choix d’un sous-groupe de Borel B = GL(V'). Alors les cellules de Schubert sont
les orbites de B pour I'action naturelle de B. Chaque cellule de Schubert contient
un unique drapeau fixé par le tore maximal de B. Shimomura a montré que, pour
un sous-groupe de Borel B C GL(V) bien choisi, les intersections des cellules
de Schubert avec la fibre de Springer B, forment une décomposition cellulaire de
cette derniére qui possede les propriétés (1) et (2). Néanmoins la dimension des
cellules est donnée par une formule relativement compliquée, cela rend le calcul
des nombres de Betti de B, difficile a mettre en pratique.

Nous noterons S, (7”) 'unique cellule contenant le point fixe Fp (77 € T'(Y))
pour la construction de Shimomura.

Dans le chapitre 8, nous définissons une notion d’inversion sur un tableau lignes-
standard. Soit 7" € 7'(Y"). On appelle inversion un couple (i, j) de numéros d’une
méme colonne de T” vérifiant i < j et une des deux propriétés suivantes :

— Le numéro i n’a pas de numéro voisin a sa droite dans 7" et est situé en

dessous de j.

— Les numéros 7, j ont des voisins a droite respectifs i, j* dans T" et i’ > j'.
Par exemple (1,2) est une inversion dans les trois tableaux suivants. Le couple
(3,4) est une inversion dans le troisieme tableau.

213 213 14
1 114 213

Les tableaux lignes-standards de nombre d’inversion nul sont exactement les ta-
bleaux standards.
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Dans le chapitre 9, nous construisons une décomposition cellulaire filtrante de
B, qui possede les propriétés (1) et (2), et telle que la codimension de I'unique
cellule contenant le point fixe Fp (77 € 7'(Y)) est égale au nombre d’inversions
de T". Les cellules sont construites par récurrence, en utilisant la trivialité locale
du morphisme

B —HL (Vh,.., V) = Vi

olt H est un ensemble d’hyperplans approprié.

Le nombre d’inversions s’interprete comme une longueur de Bruhat généralisée,
cela permet un calcul pratique des nombres de Betti de B, (cf. chapitre 11). No-
tons qu’il pourrait étre intéressant, dans le but de donner une expression combi-
natoire aux représentations de Springer, de chercher a généraliser la construction
des modules de Specht en munissant I’espace vectoriel engendré par les tableaux
lignes-standards de méme nombre d’inversions d'une structure de C¥,,-module.

Il s’avere en revanche peu pratique d’étudier les fermetures des cellules de notre
décomposition, ou leurs intersections avec les composantes de B,. Les cellules
Su(T") de la décomposition de Shimomura sont plus intéressantes de ce point de
vue, comme nous le verrons ensuite.

I11. ETUDE DES COMPOSANTES IRREDUCTIBLES DES FIBRES DE SPRINGER

Un tableau standard 7' € 7 (Y) définit une composante irréductible K7 C B,
obtenue comme l'adhérence de I'ensemble BI. La méthode que nous suggérons
pour étudier la composante K7 consiste a déterminer tout d’abord les points
fixes du tore que cette composante contient, puis a travailler localement au voi-
sinage de ces points fixes : Supposons Fr» € KT. On étudie alors 'intersection
S.(T") N KT (mais ce calcul est fastidieux en général) ou bien on considere les
courbes projectives arrivant en F7» ou émanant de Fp+ qui proviennent de I’action
d’un sous-groupe a un parametre de I’ensemble des automorphismes qui laissent
stable B,,. Dans certains cas ces courbes sont tres abondantes. Par exemple, si le
diagramme Y (u) est de forme rectangulaire ou a deux colonnes, on montre que

tous les points fixes sont reliés entre eux (cf. §5.4.3)).

Nous expérimentons cette méthode dans trois cas : lorsque le diagramme Y =
Y (u) est de type “crochet” (toutes les lignes ont longueur 1, sauf une) ou a deux
lignes ou bien deux colonnes. Dans ces trois cas les composantes de B, sont déja
relativement bien comprises : Le cas crochet a été élucidé par J.A. Vargas ,
le cas deux-colonnes a été traité par N.G.J. Pagnon et A. Melnikov . Dans
le cas deux-lignes, F. Fung|5]| a décrit les composantes et déterminé les nombres
de Betti d’une intersection de deux composantes, en établissant un lien avec la
théorie de Kazdhan-Lusztig. Notre méthode permet une description alternative.

Supposons désormais le diagramme Y de type crochet, deux-lignes ou deux-
colonnes.
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II1.1. Points fixes du tore dans les composantes des fibres de Springer

La premiere étape de notre étude consiste a obtenir une condition nécessaire
et suffisante pour que le drapeau Fr (pour 7" € 7'(Y)) soit contenu dans la
composante K7 et a exprimer ce critere sous la forme d’une propriété combi-
natoire que le couple de tableaux (7',7") doit vérifier. Nous proposons les deux
caractérisations suivantes.

(A) Soit F = (Vy,...,V,,) € B,. Pour 0 < i < j < n P'endomorphisme quo-
tient wy, )y, € End(V;/Vi) peut étre considéré. On montre que I'application Yj/; :
F = Y (ujy,v;) est semi-continue inférieurement, ot 'ensemble des diagrammes
de Young est muni de la relation de dominance <. On pose Y;;(T") =Y /i(Fr).
Si F est un point générique de la composante KT, on pose Yﬁ@ = Yj;(F). Le
diagramme Yj/;(T") se déduit aisément de 7". Le diagramme Yﬁl a été déterminé
par M. van Leeuwen (cf. . Si le drapeau Fpv est contenu dans la composante
KT, alors on a la relation Y; ;(T") < Yiz pour tous ¢, j. L’implication inverse n’est
pas vraie en général, mais nous montrons qu’elle est vraie lorsque le diagramme
Y est de type crochet, deux-lignes ou deux-colonnes.

(B) Un critere plus pratique repose sur une notion que nous appellons 7-
constructibilité. On définit un algorithme qui vise a construire le tableau lignes-
standard 7" en insérant successivement les numéros 1,2, ...,n dans un tableau
initialement vide, en suivant certaines regles imposées par T'. L’algorithme peut
réussir ou échouer, §’il réussit on dit que le tableau 7" est T-constructible. On
montre ensuite que les points fixes du tore contenus dans la composante K7 sont
exactement les points fixes associés aux tableaux lignes-standards T-constructi-
bles.

Comme nous I'avons dit, le critere (A) ne donne pas une condition suffisante en
général. Le critere (B) suggere en revanche que les points fixes de KT puissent cor-
respondre a une classe de tableaux lignes-standards T-constructibles. Cependant
la notion générale de T-constructibilité parait plus difficile a formaliser, 1’algo-
rithme général de T-construction pouvant fort bien étre non-déterministe.

Il peut étre intéressant de se limiter dans un premier temps a considérer les
points fixes du tore associés aux tableaux standards : un tableau standard S €
T(Y) est a fortiori lignes-standard, donc définit un drapeau Fs € B,. Un role
prépondérant semble joué par ces “points fixes standards” (cf. corollaire ou
proposition . Nous n’avons pas trouvé de tableau standard qui mette en
défaut le critere (A). D’autre part la notion de T-constructibilité relative aux
tableaux standards semble plus facile a définir.

IT1.2. Description des composantes dans les cas crochet et deux-lignes

Dans , P. Lorist étudie les composantes irréductibles de B,,, dans le cas ou
le diagramme Y (u) a deux lignes de longueurs respectives m; > 2 et mgy = 2.
Sa méthode, fort simple mais a priori fastidieuse, consiste a calculer les intersec-
tions des composantes de B, avec les cellules de Schubert de la variété drapeau.
Nous raisonnons de maniere similaire, mais dans le cas plus général ou Y (u) est
un diagramme quelconque a deux lignes. Au voisinage de chaque point fixe Fr
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contenu dans K7, en nous appuyant sur I'algorithme de T-construction de 77,
nous construisons un voisinage ouvert W(T,T’) C KT isomorphe comme variété
& un espace vectoriel et tel que I'intersection S,(7") N K7 s’obtient comme un
sous-espace vectoriel de W(T',T"). Le calcul de 'intersection de la cellule S, (7")
avec un nombre fini de composantes de B, est possible lorsque 7" est un tableau
standard. Cela suffit pour calculer la dimension d’une intersection de composantes.

Nous traitons le cas ou Y'(u) est de type crochet selon la méme méthode. Le
cas crochet est d’autre part bien moins complexe.

IT1.3. Description des composantes dans le cas deuz-colonnes

On note Z(u) C GL(V) le sous-groupe des automorphismes qui commutent
avec u. Le groupe Z(u) agit sur la variété B, et laisse stable ses composantes.
Chaque composante est donc réunion de Z(u)-orbites. Dans le cas ou le diagramme
Y (u) a deux colonnes, nous montrons que toute Z(u)-orbite de B, contient un
point fixe du tore. Ce résultat est similaire au résultat d’A. Melnikov selon lequel
les variétés orbitales de type deux-colonnes sont réunions finies de B-orbites (cf.
[14]). En utilisant la caractérisation des points fixes des composantes irréductibles
de B, évoquée ci-dessus, nous en déduisons une description des composantes et
la dimension d’une intersection finie de composantes.

IV. QUESTIONS DE SINGULARITE

Dans le cas ou le diagramme Y (u) est de type crochet ou deux-lignes, toutes les
composantes de la fibre de Springer B, sont non-singulieres (cf. . La premiere
composante singuliere connue est la composante K7 associée au tableau

113
215
4

6

(cf. [122])). Certains criteres de non-singularité ont été établis (cf. [17]) mais en
général on ne sait pas décider de la singularité d’une composante de B,,.

Nous établissons un critere de singularité dans le cas ou le diagramme Y = Y (u)
a deux colonnes. On introduit alors un sous-ensemble A C 77(Y") tel que la singu-
larité de la composante K7 C B, est liée au nombre de tableaux T-constructibles
contenus dans I’ensemble A : si ce nombre est trop grand, alors la composante K7
est singuliere. Ce critere nous permet d’identifier bon nombre de composantes sin-
gulieres, dont la composante liée au tableau 7' ci-dessus. Jusqu’alors nous n’avons
pas trouvé de composante singuliere qui ne satisfasse a ce critere.

SOMMAIRE ET NOTATIONS

Notre étude comporte les cinq parties suivantes :
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Premiere partie. Rappels de géométrie algébrique élémentaire.
Définition des fibres de Springer.

Deuzxieme partie. Décompositions cellulaires des fibres de Springer.

Troisieme partie. Points fixes du tore dans les composantes des fibres
de Springer dans les cas crochet, deux-lignes et
deux-colonnes.

Quatrieme partie. Cellules de Schubert intersectées avec les compo-
santes des fibres de Springer dans les cas crochet
et deux-lignes.

Cinquieme partie. Composantes irréductibles des fibres de Springer
dans le cas deux-colonnes. Critere de singularité.

Les notations sont introduites au fur et & mesure. et répertoriées dans un index
a la fin de cette these.

Posons quelques conventions : On note N = {0,1,2,...} 'ensemble des entiers
positifs ou nuls. On note 3, le groupe symétrique.

Si Y est un diagramme de Young, on note en général r son nombre de lignes
et s son nombre de colonnes. On note p € {1,...,7} les numéros des lignes et
q € {1,..., s} les numéros des colonnes. On note my, ..., m, les longueurs des lignes
(ainsi my = s) et ny, ..., ng les hauteurs des colonnes (ainsi ny = r). On note |Y|
'ensemble des cases de Y et on désigne en général par z,z2’, z... € |Y] les cases
de Y. Les drapeaux sont désignés en général par les lettres F,G... Les tableaux
standards sont notés T, S... Les tableaux lignes-standards sont notés 7", 7" ...
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Premiere partie
Rappels de géométrie algébrique élémentaire.

Définition des fibres de Springer

Outre certains rappels de géométrie algébrique et de combinatoire des dia-
grammes et tableaux de Young, cette premiere partie contient la définition des
fibres de Springer.

Les cinq chapitres suivants composent cette partie.

Chapitre. 1. VARIETES ALGEBRIQUES
Chapitre. 2. VARIETES GRASSMANNIENNES ET VARIETES DE DRAPEAUX
Chapitre. 3. DEFINITION DES FIBRES DE SPRINGER B,

Chapitre. 4. LIEN ENTRE LES DIAGRAMMES DE YOUNG
ET LA GEOMETRIE DE B,

Chapitre. 5. ACTION DU SOUS-GROUPE CENTRALISATEUR DE

Le premier chapitre est une introduction succinte aux notions de base de la
géométrie algébrique : variétés algébriques affines, vaitétés projectives, actions
de groupes algébriques. Deux types de variétés projectives sont plus abondam-
ment décrits : les variétés grassmanniennes et les variétés de drapeaux. Cela nous
conduit a la définition des fibres de Springer au chapitre 3.

A partir du troisitme chapitre on fixe un espace vectoriel V de dimension finie
n > 0 sur un corps k algébriquement clos ainsi qu'un endomorphisme nilpotent
u:V — V. La fibre de Springer au dessus de u, notée B,, est définie comme
I’ensemble des drapeaux complets stables par u. La fibre de Springer est une
variété projective.

Dans le quatrieme chapitre nous rappelons comment certaines propriétés géo-
métriques des fibres de Springer sont liées a la combinatoire des diagrammes et
tableaux de Young. Ainsi un diagramme de Young Y (u) est naturellement associé
a u et les composantes irréductibles de la variété B, sont paramétrées par les
tableaux standards de forme Y (u).

On appellera tableau lignes-standard de forme Y (u) une numérotation de 1 a
n des cases de Y (u) telle que les lignes soient croissantes de gauche a droite. A
un tableau lignes-standard 7" de forme Y (u) correspond un drapeau Fp € B,
fixé par le tore des automorphismes diagonaux dans une base de Jordan de u. Les
drapeaux JF7» seront par la suite d’un grand intérét.
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La définition de ces drapeaux dépend du choix d’une base de Jordan de u. Dans
le dernier chapitre de cette partie, nous décrivons l'orbite du drapeau Fp sous
'action du groupe Z(u) des automorphismes qui commutent avec u et voyons que
cette orbite est indépendante de la base de Jordan choisie.

Références bibliographiques.

Le livre de D. Perrin est une introduction efficace a la géométrie algébrique
élémentaire. Les deux premieres parties du livre de R. Hartshorne [@] fournissent
un parfait approfondissement. Les groupes algébriques et les variétés de drapeaux
sont traités dans les livres de T.A. Springer [26] et A. Borel [1]

La résolution de Springer est décrite dans par P. Slodowy dans ou ,
par R. Steinberg dans . L’ouvrage de N. Spaltenstein traite des propriétés
géométriques des fibres de Springer pour tous les types. Nous nous intéressons
uniquement au type A, ce cas est aussi traité par R. Steinberg ou J.A. Vargas
29|l Le livre de W. Fulton (4] sera notre référence quant a la combinatoire des
diagrammes et tableaux de Young.



15

Chapitre 1. VARIETES ALGEBRIQUES

Nous présentons les principales notions de géométrie algébrique élémentaire.
Un corps k algébriquement clos est fixé.

1.1. Variétés algébriques affines

1.1.1. Espace affine

Soit n > 0 un entier naturel. L’espace affine de dimension n, que ’on note A",
est la donnée de I'ensemble k™ et de 'anneau des polynomes k[A"] = k[xq, ..., z,],
dit son anneau structurel. Par convention A = {0} et k[A°] = k.

Les fonctions polynomiales sur A" sont prépondérantes. Ainsi une fonction
f A" — k est dite algébrique si elle est polynomiale. Plus généralement une
application ¢ : A" — A™ qui est le produit de m fonctions A" — £k, est dite
algébrique si ses m facteurs sont algébriques.

Un espace vectoriel de dimension finie sur £ a une structure naturelle d’espace
affine.

1.1.2. Topologie de Zariski
Soit S C k[A"]. On note X C A™ I’ensemble des zéros de S :

X(S)={ze€A": f(x)=0Vf € S}.

Un sous-ensemble de la forme X(.S) est dit algébrique. Les ensembles algébriques
de A" forment la famille des fermés d’une topologie sur A". Cette topologie est
appelée topologie de Zariski. Les applications algébriques sont continues pour la
topologie de Zariski.

1.1.3. Variétés algébriques affines
Si X C A", on note [(X) C k[A"] I'idéal annulateur de X :

I(X) = {f € k[A"] : f(z) = 0Vz € X}

Si I est un idéal d'un anneau A, on pose VI = {f € A:3r €N, f" € I} et on
appelle VT le radical de I. L’idéal I est dit radical si I = /I. Clairement I'idéal
[(X) est radical.

Soit un sous-ensemble algébrique X C A™. Son anneau structurel, noté k[X],
est défini par

k[X] = K[A"]/I(X).
En fait k[X] est une k-algebre réduite (i.e. I'idéal {0} est radical) et de type fini.

Une variété algébrique affine est la donnée d’un sous-ensemble algébrique X C
A™ et de son anneau structurel k[X].

Une fonction f: X C A" — k est algébrique si elle est polynomiale (restric-
tion d'une fonction polynomiale A™ — k). L’anneau k[X] correspond donc aux
fonctions algébriques X — k.

Soient X C A" et Y C A™ deux ensembles algébriques. Une application ¢ :
X — Y est dite algébrique si elle s’obtient comme la restriction d'une application
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algébrique de A™ vers A™. Alors ¢ induit un morphisme d’anneaux ¢* : k[Y] —
k[X].

L’application ¢ est un isomorphisme si elle est bijective et si son inverse est
algébrique. On a 1’équivalence suivante :

¢ est un isomorphisme < ¢* est un isomorphisme d’anneaux.

1.1.4. Nullstellensatz diHilbert
Soit X C A" et soit X 1'adhérence de X. Par définition on a :

X = X(I(X)).

Le théoreme de Hilbert s’énonce ainsi.

THEOREME (Nullstellensatz de Hilbert)
Soit un idéal I C k[A™]. On a l’égalité :

VT =1(X(1)).

En vertu de cette égalité les ensembles algébriques de A™ correspondent aux
idéaux radicaux de 'anneau k[A"]. D’autre part le foncteur qui fait correspondre &
une variété affine X son anneau structurel k[X] est une équivalence de catégories
entre la catégorie des variétés algébriques affines et la catégories des k-algebres
de type fini réduites.

1.1.5. Sous-variétés fermées d’une variété affine

Soit X C A™ un ensemble algébrique. On appelle encore topologie de Zariski la
topologie induite sur X. Une sous-variété fermée de X est un fermé de X pour
la topologie de Zariski.

SiY C X est une sous-variété fermée alors on a I(Y) D I(X). Inversement si
I C k[A"] est un idéal vérifiant I D I(X), alors Y = X(I) est contenu dans X et est
une sous-variété fermée de X. Ainsi les sous-variétés fermées de X correspondent
aux idéaux de k[A™] qui contiennent I(X) et par la-méme aux idéaux de I’algébre

k[X].

1.1.6. Espace topologique noethérien

Un espace topologique X est noethérien si toute suite décroissante de fermés
Zy D Z1 D ... est stationnaire. Si X est une variété algébrique affine, une telle suite
de fermés équivaut a une suite croissante d’idéaux d’apres ce qui précede. Comme
'anneau k[X] est noethérien, I'espace topologique X est lui-méme noethérien.

1.1.7. Immersion fermée

Un morphisme de variétés affines ¢ : X — Y est une immersion fermée si o(X)
est une sous-variété fermée de Y et si ¢ : X — ¢(X) est un isomorphisme de
variétés affines.

PROPOSITION
Le morphisme ¢ : X — Y est une immersion fermée si et seulement si le
morphisme d’anneauz ©* : k[Y| — k[X] est surjectif.
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1.1.8. Produit de variétés affines

On a tout d’abord I’égalité A™ x A™ = A"t™,

Soient d’autre part X C A" et Y C A™ deux ensembles algébriques. Le produit
X xY C A™™ est encore un ensemble algébrique, d’idéal

(X xY)=0IX)®k[A™] + kA" @ I(Y)
et d’anneau structurel
E[X x Y] =k[X] @ k[Y].

La catégorie des variétés algébriques affines est donc équipée d’un produit.

1.1.9. OQuwverts principauz
Soit X C A" un ensemble algébrique. Soit f € k[X] non-nul. L’ensemble

Dx(f) ={z € X : f(x) # 0}
est un ouvert pour la topologie de Zariski, dit principal. L’application
Dx(f) = X x A, z— (z, f(x)™")

est un homéomorphisme sur son image, cette derniere est le sous-ensemble {(x,t) :
tf(x) =1} C X x Al qui est une sous-variété fermée du produit X x Al. De cette
maniere 'ouvert principal Dx(f) C X a une structure de variété affine, d’anneau
structurel :

kDx (f)] = k[X](p = KIX][E/ @ = 1).

Les ouverts principaux forment une base d’ouverts de la topologie de Zariski
de X.

1.1.10. Variétés quasi-affines

Une variété quasi-affine est un ouvert d’'une variété affine pour la topologie de
Zariski.

Pour I C k[X], on note Dx (/) = X — X(I). Ainsi Dx (/) est une variété quasi-
affine et toute variété quasi-affine est de cette forme. L’idéal I admet un systeme
fini de générateurs fi,..., fs et on obtient :

Dx(I) = UDXU».

Ainsi une variété quasi-affine admet un recouvrement fini par des ouverts affines.

Soient U C X et V C Y deux variétés quasi-affines. Une application o : U — V'
est dite algébrique si elle est continue pour la topologie de Zariski et si la restriction
de ¢ & tout ouvert principal U’ C U N~ 1(V) est algébrique.

1.2. Variétés algébriques
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1.2.1. Variétés algébriques

Une variété algébrique s’obtient en recollant un nombre fini de variétés affines.
Une variété algébrique est un espace topologique X admettant un recouvrement
fini par des ouverts U; (i € I) homéomorphes a des variétés affines X; (i € I)
de telle sorte que, pour 7,7 € I, les deux structures de variété quasi-affine de
Iintersection U; N U; (dans X; ou dans X;) sont isomorphes.

D’autre part les ouverts affines forment une base de la topologie de X.

Ezemple. Une variété affine est une variété algébrique. Une variété quasi-affine
est une variété algébrique. Plus généralement un ouvert ou un fermé d’une variété
algébrique est encore une variété algébrique.

1.2.2. Morphisme de variétés algébriques

Soient X, Y deux variétés algébriques. Soit ¢ : X — Y une application continue.
On dit que ¢ est algébrique si pour tout ouvert affine V' C Y et tout ouvert affine
U C ¢ 1(V), la restriction ¢y : U — V est algébrique.

Immersion ouverte.
Un morphisme ¢ : X — Y est une immersion ouverte si ¢(X) est une sous-
variété ouverte de Y et si ¢ : X — ¢(X) est un isomorphisme de variétés.

1.2.3. Produit de variétés algébriques
Le produit de deux variétés algébriques a une structure naturelle de variété
algébrique.

1.2.4. FEspace topologique irréductible

Un espace topologique X est réductible s’il est vide ou bien s’il s’écrit comme
réunion de deux fermés X, X5 propres et non-vides. On dit que X est irréductible
si X n’est pas réductible.

LEMME
On a les propriétés suivantes.
(a) Un ouvert non vide d’un espace topologique irréductible est dense et irré-
ductible.
(b) Un espace topologique qui admet un ouvert dense irréductible est irréductible.

Composantes irréductibles. Si X est noethérien, il s’écrit comme réunion finie
d’uniques fermés irréductibles Xi, ..., X,,, C X non imbriqués (ie. X; C X; =i =
J) appelés ses composantes irréductibles.

Comme une variété algébrique X admet un recouvrement fini par des ouverts
affines et comme une variété affine est un espace topologique noethérien, il suit
qu’une variété algébrique est un espace topologique noethérien. Des lors on peut
considérer ses composantes irréductibles.
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1.2.5. Dimension

Soit X un espace topologique noethérien. La dimension de X, notée dim X, est
la valeur maximale de d pour laquelle il existe une suite Xo C X; C ... C X4 de
fermés de X irréductibles strictement imbriqués. Voyons quelques propriétés de
la dimension.

PROPOSITION
On a les propriétés suivantes.
(a) On a dim A™ = n pour tout n € N.
(b) Si'Y est un fermé (resp. un ouvert) de X, alors dimY < dim X.
(c) SoitY; (i € I) un recouvrement fini de X par des sous-ensembles fermés (resp.
ouverts). On a l’égalité dim X = sup,c; dimY;.
(d) Si X est irréductible et Y C X fermé et propre, alors on a dimY < dim X .
(e) Si X est irréductible et Y C X ouvert, alors on a dimY = dim X.

1.2.6. Sous-ensembles localement fermés

Une partie localement fermée d’un espace topologique est l'intersection d’un
ouvert et d’un fermé. Une partie localement fermée d’une variété algébrique a une
structure de sous-variété algébrique.

Partition filtrante. Soient X un espace topologique et X = | |,.; X; une partition
finie en sous-ensembles localement fermés. Cette partition est dite filtrante si
I'on peut numéroter les éléments de I en les écrivant i, ...,7,. de telle sorte que

§=1 Xi,, la réunion des p premiers sous-ensembles, soit fermée pour tout p €

{0,...,7}.

Décomposition en cellules. Soit X une variété algébrique. On appelle décompo-
sition cellulaire de X une partition

X=||x;
icl
ou I est un ensemble fini et les X; (i € I) sont des parties localement fermées
isomorphes en tant que sous-variétés algébriques a des espaces affines A% (d; € N).
La décomposition cellulaire est dite filtrante si la partition de X sous-jacente
est elle-méme filtrante.

1.3. Variétés projectives

1.3.1. Espace projectif

Soit n > 0 un entier naturel non-nul. Le groupe multiplicatif G, = (k*,.) agit
sur la variété quasi-affine A" — {0} par multiplication scalaire. L’espace projectif
P = P*(k) est défini comme 'espace quotient pour cette action. Il est muni de
la topologie quotient (rappelons que A" est muni de la topologie de Zariski). Il
s'identifie & I'ensemble des droites vectorielles de 1’espace k™!,

Soit (e, ..., €,) la base canonique de k"*!. Pour i € {0,...,n} on note U; I'en-
semble des droites qui ne sont pas contenues dans I'hyperplan W; = (e; : j # i).
Le sous-ensemble U; C P™(k) est un ouvert dense. Une droite A € U; admet un
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unique vecteur directeur de la forme e; + w;(A) avec w;(A) € W;. L’application
w; : Up — W; 2 A" est un homéomorphisme par l'intermédiaire duquel 1'ouvert
U; acquiert une structure de variété algébrique affine irréductible de dimension
n. Par recollement de ces ouverts affines, I’espace projectif P"(k) est une variété
algébrique irréductible de dimension n.

Si V est un espace vectoriel de dimension n+ 1 sur k, ’ensemble noté P(V') des
droites vectorielles de V' a une structure d’espace projectif de dimension n.

1.3.2. Droite projective
La droite projective P! est la réunion disjointe d’un ouvert isomorphe & I’espace
affine A! et d’un point & l'infini noté oo.

1.3.3. Variété projective
Une wvariété projective est une sous-variété fermée d’un espace projectif. Rap-
pelons quelques propriétés des variétés projectives.

PROPOSITION
On a les propriétés suivantes.
(a) Le produit de deuzx variétés projectives est une variété projective.
(b) Soit X wune wvariété projective. Soient P, ..., P, € P. Un morphisme de
variétés o : P —{ Py, ..., P,,} — X admet un prolongement @ : P* — X.

Observons par ailleurs que, pour k = C, l'espace projectif P"(C) a également
une structure de variété analytique sur R pour laquelle il est compact. Plus
généralement toute variété algébrique sur C a une structure de variété analytique
et toute variété projective est compacte pour cette structure.

1.4. Cohomologie

On suppose k£ = C. La cohomologie classique des faisceaux est considérée. Le
lecteur pourra consulter la troisieme partie du livre de R. Hartshorne [@] pour
plus de précisions.

Pour tout Z-module M, on admet juste I'existence de foncteurs de cohomologie
H"(-,M) et de foncteurs de cohomologie a support compact H”(-, M) de la
catégorie des variétés algébriques dans la catégorie des Z-modules. Si X est une
variété projective, on a

H*(X,M)=H"(X,M) VneN.

La proposition suivante est I'unique résultat dont nous aurons besoin en matiere
de cohomologie. Ce résultat, classique, trouve sa justification par exemple dans la
section 4.6 du livre de M. Kashiwara et P. Shapira[[7]]



21

1.4.1. PROPOSITION
Soit X une variété algébrique sur k = C. Supposons que X admet une filtration

X=X,0X,1D2..0X10X,=0

par des sous-ensembles fermés X; tels que X; — X;_1 = A% avec d; € N pour
tout i € {1,...,r}. Pourl € N on pose r;:= #{i € {1,....,r} : d; = 1}. Soit M un
Z-module.

On a H™(X, M) = 0 pour m impair et H*(X, M) = M®" pour tout | € N.

De plus si la variété X est projective, alors on a H™(X,Q) = 0 pour m pair et
dimgH? (X, Q) = r; pour tout | € N.

1.5. Espace tangent et points singuliers

1.5.1. Espace tangent

Soit X une variété algébrique et soit x € X. La variété X admet un voisinage
ouvert affine Y contenant x. Par définition Y peut étre vue comme un sous-
ensemble fermé de I'espace affine A" et modulo une translation on peut supposer
que x est le point de coordonnées nulles. L’espace A" a une structure naturelle
d’espace vectoriel. On construit un sous-espace tangent en x a la variété X. Pour
cela on considere fi, ..., f, € k[A"] = k[z1, ..., x,] des générateurs de I'idéal I(Y).
L’espace tangent T, X s’identifie alors au sous-espace vectoriel de A™ des n-uplets
(hi, ..., hy) satisfaisant aux équations

Z Oy o —22(0,...,0).hy = 0.
amq
L’espace vectoriel T, X ainsi deﬁnl ne dépend pas essentiellement des choix arbi-
traires qui ont été faits durant la construction.

Pour z € X, on note dim, X le maximum des dimensions des composantes
irréductibles de X contenant x. On a :

PROPOSITION
Les propriétés suivantes sont satisfaites.
(a) On a dim, X <dimT,X.
(b) La fonction x — dim T, X est semi-continue supérieurement.

1.5.2. Points singuliers et non-singuliers
Un point x € X est dit singulier si on a dim, X < dimT,X. Une variété qui
contient un point singulier est singuliere.

Un point z € X est dit non-singulier si on a I'égalité dim, X = dimT,X.
Les points non-singuliers forment un ouvert dense de X. Une variété est dite
non-singuliére (ou lisse) si tous ses points sont non-singuliers.

Fait. Un point contenu dans au moins deux composantes irréductibles de X est
singulier.

1.6. Groupes algébriques
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1.6.1. Définition

Un groupe algébrique (affine) G est une variété algébrique affine munie d’une
structure de groupe telle que la multiplication G x G — G et l'inversion G — G
soient des morphismes de variétés algébriques.

Par exemple le groupe linéaire GL,, (k) est un groupe algébrique irréductible de

dimension n?.

Dans le cas des groupes algébriques, les notions de connexité et d’irréductibilité
sont confondues :

LEMME
Un groupe algébrique est connexe si et seulement s’il est irréductible.

1.6.2. Action d’un groupe algébrique
Soit GG un groupe algébrique. Soit X une variété algébrique. Une action de GG sur
X est dite algébrique si application G x X — X correspondante est algébrique.

PROPOSITION

Soit G un groupe algébrique connexe. Soit X une variété algébrique.
(a) Le groupe G laisse stable les composantes irréductibles de X .
(b) Les orbites de laction de G sur X sont localement fermées. Soit x € X . Soit
G.xz Uorbite de = sous laction de G. Son adhérence G.z est réunion de G.z et
d’orbites de dimension strictement plus petite.
(c) Si laction de G sur X est homogéne (i.e. une seule orbite), alors la variété
X est irréductible et non-singuliere.

(d) Soit x € X. On a l’égalité
dim G.z = dim G — dim Stabg(x)

ot Stabg(z) = {g € G : g.x =z} est le sous-groupe stabilisateur de x.

1.6.3. Tores, sous-groupes de Borel et sous-groupes paraboliques

Fixons G un groupe algébrique connexe.

Rappelons que G, désigne le groupe multiplicatif (k*,.). Un tore H est un
groupe algébrique isomorphe au produit G,,". Alors r est le rang de H. Un tore
de G est un sous-groupe fermé isomorphe a G . Les tores maximaux de G ont
tous méme rang (dit rang de G) et sont conjugués.

Par exemple le sous-groupe H,, C GL,(k) des matrices diagonales est un tore
maximal.

Un sous-groupe de Borel est un sous-groupe B C G fermé, résoluble, maximal.
Par exemple le sous-groupe B,, C GL,(k) des matrices triangulaires supérieures
est un sous-groupe de Borel.

Tout sous-groupe qui est conjugué a un sous-groupe de Borel est un sous-groupe
de Borel. Inversement tous les sous-groupes de Borel de G sont conjugués.

Un sous-groupe P C G est dit parabolique s’il contient un sous-groupe de Borel.
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PROPOSITION

Soit G un groupe algébrique conneze agissant de facon homogéne sur une variété
projective X . Soit x € X. Le sous-groupe formé par éléments g € G qui fixent x
est un sous-groupe parabolique.

1.6.4. Action d’un groupe a un parameétre. Théoreme de Bialynicki-Birula

Rappelons que G,,, désigne le groupe multiplicatif. Notons G, = (k, +) le groupe
additif. On appelle groupe a un parametre un groupe algébrique isomorphe a G,
ou G,.

Soit H = (hy); un groupe & un parametre agissant sur une variété projective X.
Soit x € X. Si le morphisme de variétés H — X, h — h.z admet un prolongement
P! — X, alors ce dernier est unique. La courbe projective alors obtenue prolonge
la courbe (hy.x); par I'ajout, en particulier, d'un point & 'infini noté lim;_..h;.x.
Ce dernier est nécessairement fixé par le groupe H.

Notons X 1’ensemble des points fixes de I'action de H sur X. Supposons
I’ensemble X fini. Pour y € X, on note

X(y) ={zr € X : limy_ochr.x = y}.

L’ensemble X (y) est localement fermé dans X.
Soit x € X (y). Observons que 'application z +— dim T, X est constante sur la
courbe (hy.x);. 11 résulte :

dimT,X <dimT, X Vze X(y).

Le théoréme de Bialynicki-Birula s’énonce ainsi (n.b. une variété quasi-projective
est un ouvert d’une variété projective) :

THEOREME (Bialynicki-Birula, cf.
Supposons la variété X wrréductible et quasi-projective. Soit y un point non-
singulier de X et isolé dans X" . L’ensemble X (y) est isomorphe a un espace

affine.

Action d’un groupe a un parametre sur une variété projective. Supposons que la
variété X est projective. D’apres la proposition , les ensembles X (y) (y € XH)
forment une partition de X en sous-ensembles localement fermés.

Si de plus la variété X est non-singuliere et 'ensemble X fini, alors cette
partition est une décomposition cellulaire de X.
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Chapitre 2. VARIETES GRASSMANNIENNES
ET VARIETES DE DRAPEAUX

Dorénavant est fixé un k-espace vectoriel V' de dimension finie n > 0. Soit
(é1,...,e,) une base de V. Notons G = GL(V) = GL, (k).

2.1. Variétés grassmanniennes

Soit I € {0,...,n}. On note Grass;(V) l'ensemble des sous-espaces W C V
de dimension [. Soit W € Grass;(V). Le produit extérieur A'W est une droite
vectorielle, sous-espace de A'V. Ainsi on définit une application :

®; : Grass (V) — P(A'V).

2.1.1. PROPOSITION
L application ®; est injective et son image est fermée dans [’espace projectif

P(AV).

Via I'application ®;, 'ensemble Grass;(V') est une variété projective, appelée
variété grassmannienne.

2.1.2. Quwerts affines
Soit I C {1,...,n} une partie a [ éléments. On a V = W; & W] avec W; = (e; :
iel)et W)= (e :i¢I). On pose

Qr ={W € Grass)(V) : WNW; =0}.

L’ensemble Q; est un ouvert de la variété Grass;(V'). Les ouverts §; recouvrent
Grass; (V).

Soit p : V' — Wi la projection parallelement a W;. Pour W € €, la restriction
de p & W est un isomorphisme sur W;. C’est pourquoi il existe d’uniques scalaires
G,W) (iel,je{l,..,n} —1I) tels que les vecteurs

€Z(W) = €; + Z Ci,j (W)ej
J¢l

forment une base de W. Les fonctions coordonnées (; ; ainsi définies sont algé-
briques sur 'ouvert §2; et 'application

Qp — AL W s (¢ (W),

()

est un isomorphisme de variétés.
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2.1.3. PROPOSITION
Les propriétés suivantes sont satisfaites.
(a) L’action naturelle du groupe G sur la variété grassmannienne Grass;(V') est
algébrique.
(b) Soient 1,1 € {0, ...,n} tels que I <1'. Notons

Drap, (V) = {(W,W') € Grass (V') x Grassy(V) : W C W'}.
L’ensemble Drap, (V') est fermé dans le produit Grass (V') x Grassy (V).

2.2. Variétés de drapeaux

La propriété (c) précédente se généralise : soient [y, ...,ls € {0,...,n} tels que
l1 < ... <l,. Notons

Drap,, ;. (V) = {(Wy,...,W,) € Grass;, (V) x - -+ x Grass;, (V) : W1 C ... C W,}.

sy

donc est une variété projective. Ses éléments sont appelés (Iy, ..., l5)-drapeauz, ou
plus simplement drapeaux.

2.2.1. Action de G

L’action naturelle de G = GL(V') sur la variété Drap,, ,; (V') est algébrique et
homogene.

Soit F € Drap;, ;. (V). On note P(F) le sous-groupe de G formé par les
éléments qui fixent F. D’apres la proposition le groupe P(F) est un sous-
groupe parabolique de G.

2.3. Drapeaux complets. Variété drapeau B = B(V)

La variété Drap, (V') est notée B(V'), ou plus simplement B, et est appelée
variété drapeau. Les éléments de B sont appelés drapeaux complets. Comme nous le
verrons dans §2.3.2| ci-apres, la variété B s’identifie a ’ensemble des sous-groupes
de Borel de GG, ce qui justifie cette notation.

2.3.1. Base adaptée
Soit F = (Vy, ..., V,,) € B. Une base (e1,...,&,) de V telle que V; = (1, ..., ;)
pour tout ¢ sera dite adaptée a F.

2.3.2. Action de G
a) L’action naturelle du groupe G = GL(V) sur la variété B est algébrique et
homogene. Fixons Fy € B. L’application

G_>Ba gHng

est algébrique et surjective. Il résulte que la variété B est irréductible et lisse.

b) Soit F € B. On note B(F) le sous-groupe de G formé par les éléments
qui fixent F. Fixons € une base adaptée a F. Alors B(F) est exactement le sous-
groupe des automorphismes triangulaires supérieurs dans €. Par conséquent B(F)
est un sous-groupe de Borel de G. Inversement tout sous-groupe de Borel de G
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est de cette forme. Finalement on obtient que F +— B(F) est une bijection de B
dans I’ensemble des sous-groupes de Borel de G.

¢) Soit B un sous-groupe de Borel de G. Par ce qui précede, il existe F € B
tel que B = B(F). L’application G — B, g — ¢F induit un isomorphisme de
variétés

¢:G/B=EB.

d) Soit G = (W) C ... € W;) € Drap;,_; (V) un drapeau partiel. Soit P =
P(G) le sous-groupe de G formé par les automorphismes qui fixent le drapeau G
(cf. §2.2.1)). L’action du groupe G sur la variété B se restreint en une action de P.
Décrivons les P-orbites de B. A un drapeau complet F = (Vj, ..., V},) on associe la
matrice de taille (n, s) dont le coefficient (7, q) est donné par m; , = dim V; N W,,.
Les orbites de P dans B sont exactement les fibres de l'application B — M,, ((Z)
ainsi définie.

2.3.3. Points fizes du tore

Soit H C G le tore maximal formé par les automorphismes diagonaux dans
la base (e;). Soit ¢ € X,. Notons F(o) = (W, ..., V) le drapeau complet défini
par V; = (esy, ..., €5,). L'élément F(o) € B est fixé par l'action de H sur B.
Inversement tout point fixe de H sur B est de cette forme.

2.3.4. Quwerts affines

Soit o € X,,. On définit 2, comme 'ensemble des drapeaux F = (Vp, ..., V) € B
tels que

ViZ Vici+(€oyprs o €0,) Vi€l ... ,n}.

L’ensemble €, est ouvert dans B. Il contient le point fixe F(o). Les ouverts 2,
recouvrent la variété B.

On note J = {(i,7) : 1 <i < j <n}. Soit F € Q,. 1l existe d’uniques scalaires
Gi;(F) (pour (i,7) € J) tels que les vecteurs

eil(F) =eo,+ Y Gij(Fea,

j=i+1
forment une base adaptée a F. Les fonctions coordonnées ; ; ainsi définies sont
algébriques sur 'ouvert €),. L’application

Qp — A"V F o (G)ages
est un isomorphisme de variétés.

Remarque. L’application G — B de §2.3.2la) est un fibré vectoriel de fibre B, qui
trivialise au dessus des ouverts €, (o € X,,).
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Chapitre 3. DEFINITION DES FIBRES DE SPRINGER

Soit u : V' — V un endomorphisme nilpotent. On définit
B,={F=Wy,...V,) € B:u(V;) C Vi}
I’ensemble des drapeaux stables par u. D’apres la proposition suivante B, est

encore une variété projective.

3.1. PROPOSITION
L’ensemble B, est une partie fermée de la variété drapeau B.

Démonstration. On pose u = idy + u. L’ensemble B, est I’ensemble des points
fixes de I'automorphismes @ pour son action sur B, donc B, est fermé. O

3.2. Résolution de Springer

La résolution de Springer est une résolution de singularités du cone nilpotent
N C End(V). Nous donnons ici une simple définition. Le lecteur pourra consulter
I'ouvrage de P. Slodowy pour de plus amples renseignements.

On note G = GL(V). Soit B un sous-groupe de Borel de G et soit b son algebre
de Lie. Il existe F € B tel que B = B(F) (cf. §2.3.2)).b). Dans §2.3.2] nous avons

évoqué l'isomorphisme
¢:G/B— B, gBw— gF.
Cet isomorphisme fait correspondre B, et ’ensemble
(G/B), ={9B € G/B:Ad(g ')u € b}.

L’ensemble (G/B), est donc un fermé de G/B.
Soit n la partie nilpotente de b. Si on suppose de plus ’endomorphisme u nil-
potent, alors on a l’égalité

(G/B), ={9B € G/B:Ad(¢g")u € n}.

Le groupe B agit sur la variété produit G x n de la maniere suivante :
b.(g,X) — (gb~*, Ad(b)X) pour (g,X) € G x n.

L’espace quotient, noté G X g n, est encore une variété algébrique. Le groupe G
agit naturellement a gauche sur le produit G Xz n et son action est homogene.
Par conséquent la variété G x g n est irréductible et non-singuliere.

Remarque. La variété G x g n est isomorphe au fibré cotangent 7%B.
Soit AV le cone nilpotent de 'algebre de Lie g = End (V). L’application
v:Gxn—N, (9,X)— Ad(g9)X

est constante sur les B-orbites. L’application quotient Rg : G xgn — N est une
résolution des singularités de N (cf. §4.1) appelée résolution de Springer.
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3.3. Fibres de Springer

Soit u € N. Le morphisme naturel G x n — G/B passe au quotient. Soit
7 : G xgpn — G/B le morphisme quotient. Sa restriction TIRg" (u) a la fibre au
dessus de u est une immersion fermée d’image (G/B),,. Le morphisme réciproque
est I'application (G/B), — G xgn, gB > (g,Ad(g ")u).
En combinant cela avec 'isomorphisme (G/B), = B, déja vu, on obtient finale-
ment un isomorphisme de variétés algébriques

R3'(u) & B,,.

En raison de cet isomorphisme, la variété B, est appelée fibre de Springer.
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Chapitre 4. LIEN ENTRE LES DIAGRAMMES DE YOUNG
ET LA GEOMETRIE DES FIBRES DE SPRINGER

On fixe désormais un endomorphisme nilpotent u : V' — V. Dans ce chapitre
on rappelle certains aspects de la combinatoire des diagrammes de Young, puis
on montre comment celle-ci intervient naturellement dans 1’étude de la fibre de
Springer B,.

La combinatoire des diagrammes et tableaux de Young.

4.1. Diagrammes de Young

Un diagramme de Young est une collection de cases réparties suivant des lignes
justifiées a gauche et dont la longeur décroit de haut en bas. Pour n € N, on note
YV, 'ensemble des diagrammes de Young a n cases.

Ezemple. Soit

Yy —

Ce diagramme appartient a 1’ensemble )Z

4.1.1. Ensemble des cases |Y |
Pour Y € Y, les cases de Y forment un ensemble a n éléments, noté |Y|.

4.1.2. Sous-diagramme

Soient Y et Y’ deux diagrammes de Young. Soient m; > mgy > ... et mj >
ml > ... les longueurs des lignes de Y et Y (éventuellement nulles). On dit que Y
est un sous-diagramme de Y’ et on note Y C Y’ si on a m; < m, pout tout i > 1.

Ezemple. On a

4.1.3. Dominance

Soient Y,Y’ € ), deux diagrammes de méme taille n. Soient my > mo > ...
et mjy > ml > ... les longueurs des lignes de Y et Y’ (éventuellement nulles). On
éerit Y X Y'sionam;+...+m; <mj+ ...+ m, pour tout i > 1.

FExemple. On a
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4.2. Tableaux standards

Soit Y € V,. Un tableau standard de forme Y est une numérotation des cases
de Y de 1 a n telle que :

— chaque ligne est croissante de gauche a droite,

— chaque colonne est croissante de haut en bas.

On note 7 (Y) 'ensemble des tableaux standards de forme Y.

Ezemple. Soit

1
Y = et T'=[2]5
4

OnaT eT(Y).

4.2.1. Tableaux de Young

Plus généralement un tableau de Young de forme Y est une numérotation des
cases de Y par des entiers telle que chaque ligne soit croissante au sens large de
gauche a droite et chaque colonne strictement croissante de haut en bas.

4.2.2. Tableau standard vu comme une suite croissante de diagrammes de Young

Soit T € T(Y). On note Tj; le sous-tableau obtenu d’apres 7" en retirant les
numéros i + 1,...,n. Ce sous-tableau Tj; est un tableau standard de forme un
certain diagramme de Young a i cases, lequel est noté Y;(7T). De cette maniere
un tableau standard 7' de forme Y induit une suite de diagrammes de Young
(Yo(T), Y1 (T), ..., Y, (T)) vérifiant Y;(T) € Vi, Yo (T) =Y et Yy(T) C Y;11(T') pour
tout i € {0,...,n — 1}. Inversement une telle suite définit un tableau standard de
forme Y.

4.2.3. Dominance
Soient S, T deux tableaux standards de méme forme Y. On note S <7 si on a
Yi(U) 2 Y;(T) pour tout i € {1,...,n}.

Ezemple. On a

1
215 <
4

[ ]es [~
S

L’ensemble 7 (V') des tableaux standards de forme Y contient un unique élément
minimal pour l'ordre <. On note ce tableau 7%, ou préférablement 7™ si le
contexte est assez clair. Pour ¢ > 0, notons n, le nombre de cases des ¢ premieres
colonnes de Y avec la convention 1y = 0. Le tableau 7™" est alors le tableau
standard de forme Y dont la g-eme colonne contient les numéros n,_; + 1, ..., n,.
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Ezemple.
11518110
. : 2161911
Si Y = alors on a T™" =Ty =
3|7
4

4.3. Tableaux lignes-standards

Soit Y € Y,. On appelle tableau lignes-standard de forme Y une numérotation
des cases de Y de 1 a n telle que :
— chaque ligne est croissante de gauche a droite.

On note 7'(Y') I'ensemble des tableaux lignes-standards de forme Y.

Ezemple. Soient

>~<

I

g

|

I
’1\3 — =~

w

OnaT e€T'(Y).

4.4. Rectification standard d’un tableau lignes-standard

Fixons Y € Y,. Soit 77 € T'(Y) un tableau lignes-standard. On remet les
numéros de chaque colonne de 7" dans 'ordre croissant de haut en bas. Ainsi on
obtient un tableau *7” de forme Y satisfaisant aux propriétés suivantes :

— Les tableaux 7" et ®T" ont les mémes numéros dans chaque colonne,

— chaque colonne du tableau *T” est croissante de haut en bas.

On voit facilement que 7" est un tableau standard de forme Y.
Pour T' € 7(Y), on note 7'(T) I'ensemble des tableaux lignes-standards 7" €
T'(Y) de rectification standard *T" = T.

Ezemple. Soient

1
T=25| et T =
4

(o= |-
w

Alors on a 97" = T, autrement dit 7" € T (T).

Lien avec la géométrie de la fibre de Springer B,,.

La combinatoire des diagrammes de Young apparait naturellement dans I’'étude

de B,.
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4.5. Diagramme de Young Y (u) associé a u

On associe a v un diagramme de Young Y (u) a n cases de la maniere suivante.
Soient my > ... > m, les tailles des blocs de Jordan de u. On note alors Y (u) le
diagramme de Young a r lignes de longueurs respectives mq, ..., m,..

La dimension de la variété B, est liée a la forme du diagramme Y (u), le montre
I’énoncé suivant.

4.5.1. PROPOSITION (cf. [[22], §5.5)
On a

S

dimguzzw

g=1

ot ny, ...,ng sont les hauteurs des colonnes du diagramme Y (u).

Pour simplifier les notations, posons Y = Y (u).

4.5.2. Base de Jordan de u de formeY

On a noté my > ... > m,. les tailles des blocs de Jordan de u. Rappelons qu’on
appelle base de Jordan de u une base constituée de vecteurs eq, ..., e, tels que
e, € keru™ — ker u™ ! et de leurs images itérées u?(e,) (pour 0 < g < m, — 1).

Rappelons que my, ..., m, sont les longueurs des lignes du diagramme de Young
Y =Y (u). Une base de Jordan de u peut donc étre paramétrée par I’ensemble des
cases de Y. Ainsi on appelle base de Jordan de v de forme Y une base (e;)qc|y|
indexée sur |Y|, 'ensemble des cases de Y, telle que

— si z est une case de la premiére colonne de Y, alors on a u(e,) = 0,

— sinon, notant 2’ la case voisine & gauche de x dans Y, on a u(e,) = e,.

On fixe (€;)z¢|y|, une base de Jordan de u de forme Y.

4.5.3. Points fizes du tore des automorphismes diagonaux

Soit H C GL(V) le tore des automorphismes de V' qui sont diagonaux dans la
base (e;)ze|y| introduite ci-dessus. L’action de H sur V' induit une action sur la
variété drapeau B = B(V).
Soit X|y| I'ensemble des bijections a : {1,...,n} — |Y|. Pour o € ¥}y soit F, =
Vo, ..., V) € B le drapeau complet défini par

Vi="{Cays s Ca)-

Alors F, est un point fixe pour I'action de H sur B, il est d’autre part facile de
voir que tout point fixe pour 'action de H sur B est de cette forme.
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4.6. Tableaux lignes-standards et points fixes du tore

Soit 7" € T'(Y) un tableau lignes-standard. Soit oz : {1,...,n} — |Y| lappli-
cation qui envoie l'entier 7 sur la case de Y portant le numéro ¢ dans le tableau 7".
L’application 7" — aq+ est une inclusion 7'(Y) < Xy|. Les drapeaux fixés par le
tore H qui appartiennent a la fibre de Springer B, sont exactement les drapeaux
Fa,, pour T' parcourant I'ensemble 77(Y"). On note Fr = Fo,.
Attention! Bien qu’on puisse parler des points fixes de H contenus dans B,
Iaction du tore H sur la variété drapeau B ne stabilise pas la sous-variété B,
en général. En revanche le tore H contient un sous-tore qui agit sur B, avec les
mémes points fixes.

4.6.1. Tore de rang 1 régulier

Un sous-tore de H de rang 1 est un groupe a un parametre H' = (h;)iepx
caractérisé par des entiers €y, ..., €, € Z tels que hy(e;) = t%.e; pour tous i,t. Le
sous-tore H' C H est dit régulier si son centralisateur dans GL(V') est réduit a H.
De maniere équivalente H' est régulier si et seulement si les entiers €1, ..., €, sont
distincts deux-a-deux. Par conséquent les groupes H et H' partagent les mémes
points fixes pour leur action sur la variété drapeau B.

On montre :

4.6.2. LEMME
Le tore H admet un sous-tore de rang 1 régqulier dont [’action naturelle sur la
variété drapeau B stabilise la fibre de Springer B,,.

Ce résultat sera précisé ultérieurement sous la forme du lemme [7.1.4]

Démonstration. Pour b > 0 suffisamment grand il existe des entiers deux-a-deux
distincts (€;)ze)y| tels que : si la case & € |Y] est voisine a gauche de la case
x' € ]Y], alors on a €, = €, — b. Pour t € k*, soit hy € GL(V) automorphisme
défini sur la base par :

hi(e;) =t e, pour tout z € |Y].

Soit H' = (h¢)exx le sous-tore de H de rang 1 ainsi obtenu. Comme les entiers €,
sont choisis deux-a-deux distincts, le tore H' est régulier. Par construction, on a
pour tout ¢ :

hewht =10,

ainsi I'action de H' laisse stable la variété B,. O

4.7. Une partition de la fibre de Springer B, en des sous-ensembles B
associés aux tableaux standards

D’apres N. Spaltenstein et R. Steinberg , on construit une partition
de la variété B, en sous-ensembles naturellement paramétrés par les tableaux
standards de forme Y.

Si F = (Vo,..., Vo) est un drapeau stable par w, la restriction uyy, (pour i €
{0, ...,n}) reste nilpotente et son diagramme de Young Y (uy,) peut étre considéré.
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D’autre part un tableau standard 7' € 7(Y) induit la suite croissante de dia-
grammes de Young (Yy(T), ..., Y,,(T)) décrite précédemment. On note B = BT (V)
le sous-ensemble B, formé par les drapeaux F = (Vj, ..., V},) stables par u et tels
qu’on ait Y (uy,) = Yi(T) pour tout i.

L’énoncé suivant montre que, de cette partition de B,, il découle sur une pa-
ramétrisation des composantes irréductibles de B, par l’ensemble des tableaux
standards de forme Y. Plus tard, dans le chapitre 9, nous montrerons un résultat
analogue dans un contexte plus général.

4.7.1. THEOREME (cf. [22] §5.4 et §5.5)

Soit Y =Y (u).
(a) Les ensembles BL (pour T € T(Y)) sont des parties localement fermées de la
fibre de Springer B,, ils sont irréductibles et non-singuliers.

(b) Soit T € T(Y) standard. On a
Bl c |JB:

ST

ot la réunion est prise sur les tableauz S € T(Y) tels que S < T.

(c) Soit T € T(Y) standard. L’adhérence du sous-ensemble localement fermé
Bf C B, est une composante irréductible de B,.

(d) Chaque composante irréductible de B, s’obtient de cette maniére.

(e) On a dim BL = dim B, pour tout T € T(Y). La variété B, est donc équidi-
mensionelle.

4.7.2. Composante irréductible KT C B,,.
Pour T € 7(Y) standard on note KT I’adhérence du sous-ensemble BI C B,,.
Ainsi (K T)TGT(Y) sont exactement les composantes irréductibles de la variété B,,.

4.7.3. Une description des ensembles BL au moyen de l’action d’un groupe para-
bolique

Les noyaux keru? (¢ > 0) forment un drapeau partiel sur V. Soit P C GL(V)
le groupe parabolique formé par les automorphismes qui fixent ce drapeau. Le
groupe P agit sur V, cette action induit une action sur la variété drapeau B.
Décrivons maintenant les orbites sous cette action.
Soit s lindice de nilpotence de u. A un drapeau complet F = (Vg,...,V,) on
associe la matrice (m;,) de taille (n,s) dont le coefficient (i,q) est donné par
m;q = dim V; N keru?. Les orbites de P dans B sont exactement les fibres de
Papplication B — M, ,(Z) ainsi définie (cf[2.3.2d)).
Soit Mr la matrice de format (n,s) dont le coefficient (i,q) est le nombre des
numéros j des ¢ premieres colonnes de T vérifiant j < i. Alors 'ensemble BI est
I'intersection de B, avec la P-orbite attachée a la matrice My.

Remarque. Comme les P-orbites sont localement fermées dans B, cela donne une
preuve du fait que 'ensemble B! est une partie localement fermée de B,.
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4.8. Points fixes du tore contenus dans le sous-ensemble localement
fermé B! C B,

Soit T' € T (Y') standard. Il est facile de voir que les drapeaux fixés par le tore
H qui sont contenus dans le sous-ensemble BL C B, sont exactement les drapeaux
Frr, pour T" parcourant 7'(T), 'ensemble des tableaux lignes-standards dont la
rectification standard est T
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Chapitre 5. ACTION DU SOUS-GROUPE CENTRALISATEUR DE
SUR LA FIBRE DE SPRINGER B,

On note Y = Y (u). Dans le chapitre précédent, nous avons introduit les dra-
peaux Fps associés aux tableaux lignes-standards 7" € 7'(Y'). Cependant cette
définition est subordonnée au choix d’une base de Jordan. Les orbites des dra-
peaux Fr+ sous l'action du sous-groupe centralisateur de u sont en revanche in-
trinseques. Dans ce chapitre on étudie certaines propriétés de ces orbites.

5.1. Premieres propriétés de Z(u), le sous-groupe centralisateur de u

On définit
Z(u) ={g € GL(V) : gug™ = u}.

Le groupe Z(u) possede les propriétés suivantes :

5.1.1. LEMME
On a:
(a) Le groupe Z(u) est un sous-groupe algébrique de GL(V).
(b) Le groupe Z(u) est connexe.
(c¢) L’action naturelle de Z(u) sur la variété drapeau B laisse stable la fibre de
Springer B, et toutes ses composantes irréductibles.

Démonstration. La point (a) est clair. La propriété (b) provient du fait que Z(u)
est un ouvert non vide de ’espace vectoriel

Z(u) = {p € End(V) : pu = up}.

Le point (c¢) découle de (b). O

(b).
L’action du groupe Z(u) sur la fibre de Springer B, possede également la pro-

priété suivante :

5.1.2. LEMME
Soit T € T(Y) standard. Le sous-ensemble BL C B, laissé stable par l'action
du groupe Z(u).

Démonstration. Cela découle de §4.7.3| et du fait que tout élément de Z(u) laisse
B, stable et fixe le noyau ker u? (pour tout ¢ > 1). O

Soit F = (Vo, ..., Vi) € B,. Pour 4,5 € {0,...,n} vérifiant i < j, 'endomor-
phisme u induit un endomorphisme quotient
wy,yv; 2 Vi Vi = ViV
Le diagramme de Young Y (ujy,,v;) de ce dernier peut alors étre considéré. Obser-

vons que le lemme s’obtient également et a fortiori comme conséquence du
lemme suivant.
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5.1.3. LEMME
La fonction F = (Vo, ..., Vo) = Y (ujy,v;) est constante sur chaque Z(u)-orbite
de B,.

Démonstration. Supposons F = (Vg,...,V,) et G = (W, ..., W,,) contenus dans
la méme Z(u)-orbite de B,. Il existe g € Z(u) tel que G = g.F. On pose F =
(Vo, .., V). On a alors W; = ¢.V; pour tout i € {0,...,n}. L’automorphisme
g : V — V induit un automorphisme quotient g : V;/V; — (9.V;)/(g9.Vi) = W;/W;.
Les endomorphismes quotients u)g.v;)/g.v;) €t ujv;/v; sont clairement conjugués
sous ce dernier. Il suit : Y (upw,/w,) = Y (uy,v;). O

La proposition suivante provient du lemme et de

5.1.4. PROPOSITION
Soit T' € T'(Y). Soit T = ST' € T(Y) la rectification standard de T'. La
Z(u)-orbite du drapeau Fr: est contenue dans ’ensemble BL.

Dans la section prochaine, nous étudions plus en détail les Z(u)-orbites des
drapeaux Fiv.

5.2. Orbites des drapeaux Fp

Rappelons qu’on appelle base adaptée a un drapeau F = (V;,...,V,,) € B une
base (€1, ...,&,) de V telle que V; = (1, ...,&;) pour tout i.

Soit T" € T'(Y) lignes-standard. Rappelons que le drapeau Fp» dépend du
choix d'une base de Jordan (e,).e|y| de forme Y (cf. §4.5.2)). Le tableau T” induit
alors une bijection ag : {1,...,n} — [Y] et les vecteurs ; = e, ;) forment une
base adaptée & Frpr (cf. §4.6)).

La proposition suivante montre que la Z(u)-orbite de F7+ est indépendant du
choix de la base (€;)zc|v|-

5.2.1. PROPOSITION

Soit T' € T'(Y). Le drapeau F € B, est contenu dans la Z(u)-orbite de Fr: si
et seulement si il eviste (fy)zcy| une base de Jordan de u de forme Y telle que
les vecteurs n; = fo,, ) forment une base adaptée a F.

Démonstration. Montrons I'implication (=). Si F s’écrit F = g.Fp avec g € Z(u),
alors la base (gex)x€|y| est de forme Y et les vecteurs 7; = 9Carp (i) forment une
base adaptée a F. Montrons l'implication («). L’automorphisme g : V. — V|
défini par ge, = f, pour tout x, transforme le drapeau F7 en F et g appartient
au groupe Z(u). O
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5.2.2. Exemple
Supposons

4
316

et T =
1

R | W
(@)

2

(]

A laide de la description précédente, on voit qu'un drapeau F = (V, ..., Vi) € B,
est contenu dans la Z(u)-orbite de Fy si et seulement si :

Vi=keru et VoNnImu=0 et Vinu(Vs) =0.
Le drapeau F figure dans la Z(u)-orbite de Fr» si et seulement si :

Vi=keru et VoNImu=0 et Vznu(Vs) #0.
5.2.3. Remarque

Tout drapeau ne figure pas dans la Z(u)-orbite d’'un drapeau Fr . Supposons
par exemple Y de la forme

Y —

Notons e”, ¢’ = u(e”),e = u(e’), f des vecteurs formant une base de Jordan de wu.
D’apres la proposition, il est clair que la Z(u)-orbite du drapeau

F = (OC<@>C<e,e,—f—f>C<€,€/,f>CV)

ne contient aucun point fixe du tore.

Voyons maintenant a quelle condition deux points fixes figurent dans une méme
Z (u)-orbite.

5.2.4. PROPOSITION
Soient T',T" € T'(Y). Les drapeaux Fr et Frn sont égaur modulo Z(u) si et
seulement si les tableaux T, T" sont égaur a permutation des lignes preés.

Démonstration. L'implication (<) résulte facilement de la proposition|[5.2.1} L'im-
plication (=) est conséquence du lemme ultérieur. O

Etudions la relation d’égalité a permutation des lignes pres dans ’ensemble
T'(Y).
5.3. Egalité A permutation des lignes prés dans I’ensemble 77 (Y)

On écrit T" ~, T" si les tableaux 7",7" € T'(Y') s’obtiennent l'un d’apres
I’autre par permutation de lignes.
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Ezxemple. Soient

T = et T' =

e =
(=)
\]

’[\’)»—*OJ
W
(@)

OnaT ~,T".

La relation ~, est une relation d’équivalence sur 'ensemble 77(Y').

5.3.1. Ensemble T(Y') de représentants des classes d’équivalence

Soit 7)(Y') I'ensemble des tableaux lignes-standards 7" € 77(Y") tels que pour
tout ¢ > 1 les derniers numéros des lignes de longueur ¢ de 7" sont dans 'ordre
croissant de haut en bas. Ainsi les éléments de 7)(Y') sont des représentants des
classes de tableaux pour la relation ~,.

Ezemple. Dans I'exemple précédent on a T € T/(Y).

On note d’autre part 7)(T") C T/(Y) le sous-ensemble formé par les tableaux
T" € T/(Y) de rectification standard égale a T'. Autrement dit 7/(T) = 7'(T) N
T(Y).

Voyons maintenant que l’ensemble 77 (Y') est en bijection avec un ensemble de
graphes orientés.

5.3.2. Graphes de formeY
Notons m; > ... > m, les longueurs des lignes de Y. On appelle graphe de
forme Y un graphe orienté I tel que

(a) Les sommets de I" sont les entiers 1, ..., n.

)
(b) Si j ——i est une aréte, alors j > i.
(c) Pour tout i € {1,...,n} au plus une aréte arrive en ¢ (resp. provient de 7).
)

(d) Le graphe v a r composantes connexes de nombres de sommets respectifs
My, .oy My

On note I'(Y) 'ensemble des graphes de forme Y.

Ezxemple.

5 ——4 ——1

vy=| 7——6 —3 est un graphe de forme Y =
2
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Graphe vy de forme Y associé¢ a T € T'(Y').

Soit 7" € T'(Y). On note v+ le graphe de sommets 1,...,n, présentant une
aréte j ——i pour chaque couple (i < j) d’entrées consécutives d’une méme ligne
de T". Le graphe 7 est alors un graphe de forme Y et I'application

T’(Y) — F(Y), T — Y

est surjective. La restriction de cette application a ’ensemble 7)(Y") est une bi-
jection.

Ezemple. Dans les exemples précédents, on a v = p(T") = o(T").

Graphe associé a un drapeau F € B,,.

Soit F = (Vy, ..., Vi) € By,. Pour tout j € {1,...,n} il existe i € {0,...,7 — 1}
maximal tel que

u(Vj) C Vi +u(Vj-1).

On pose vx(j) = i. On définit ainsi une application vz : {1,....,n} — {0,1,...,n}.
On note vz le graphe de sommets 1, ...,n et présentant une aréte j —vz(i) pour
tout j € {1,...,n} tel que vx(j) # 0.

En général le graphe vz n’est pas un graphe de forme Y comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple. Soit F le drapeau de la remarque [5.2.1] On a
_( 2—1
Si F = Frr, alors on a clairement ’égalité vz, = 7. On a plus généralement :

5.3.3. LEMME
Pour tout F € Z(u).Fr, on a yr = Y.

Démonstration. Le lemme découle du fait évident que 'application F +— vz est
constante sur Z(u)Fp. O

5.4. Etude des fermetures des Z (u)-orbites des drapeaux Fi

On appelle point fire standard un drapeau de la forme Fr avec T € T(Y)
standard. A travers I'étude de I'adhérence de la Z(u)-orbite d’un point fixe Fyv,
nous allons souligner I'importance des points fixes standards dans 1'étude des
composantes irréductibles de B,,.

On montre tout d’abord :

5.4.1. PROPOSITION
Soit T' € T'(Y). On note T = 5T’ la rectification standard de T". Le point five
standard Fr est contenu dans la fermeture de la Z(u)-orbite de Fr.

De cette proposition découle le corollaire suivant.
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5.4.2. COROLLAIRE
Soit T" € T'(Y). On note T = 5T la rectification standard de T'. Si le drapeau
Fr est contenu dans une composante irréductible K C B, alors on a Fr € K.

Démonstration de la proposition. Considérons 'opération élémentaire consistant
a rectifier deux lignes p < p’ du tableau 7" :

Soient a; < ... < a,, (resp. @] < ... < al,) les numéros de la p-ieme (resp. p’-ieme)
ligne de T".

Pour ¢ € {1,...,m'}, soient a, = Min(ay, a;) et a;, = Max(ay,a;). Par ailleurs,
pour g € {m +1,. m} posons aq = Qyq-

Soit 1" le tableau obtenu a partir de 7" en remplacant a, par a, pour ¢ € {1, ..., m}
et a; par a, pour ¢ € {1,...,m'} :

ay | g [07%% ai | as (07

T/

T/

I
$

Ona T’ € T'(T). Le tableau T” se rectifie en T’ au terme d’une suite finie de trans-
formations du type 7" +— T'. Par induction il suffit de montrer Fr €2 Z(u)Fyr.

Rappelons qu’on a fixé une base de Jordan indexée sur I’ensemble des cases
de Y. On note e[l], ...,e[m] (resp. €'[1],...,e'[m]) les vecteurs associés de gauche
a droite aux cases de la p-eme ligne (resp. p’-eéme ligne) de Y. Pour t € k* soit
d; -V — V l'automorphisme vérifiant

di(e'lq]) = €'lg] +telg] Vge{l,..,m'}

et qui fixe les autres vecteurs de la base. Les automorphismes d; forment un groupe
a un parametre D = (d;);cpx contenu dans le groupe Z(u). On a :

fﬁ = limt_,oodt}—:r/.
Il vésulte Fi € Z(u)Fypr. Cela complete la preuve. O

Rappelons que 7™ est 1’élément minimal de I'ensemble 7 (Y') pour la relation
de dominance (cf. [4.2.3). Le résultat suivant montre I'importance, dans certains
cas (par exemple lorsque le diagramme Y a deux colonnes ou est de forme rec-
tangulaire) du point fixe standard Frpmin.

5.4.3. PROPOSITION
On suppose qu’il existe s > 0 tel que toute ligne de Y a longueur s ou s — 1.

Alors le point fize standard Fpmin est contenu dans la fermeture de la Z(u)-orbite
de Frr, pour tout T" € T'(Y').

De cette proposition découle le corollaire suivant.
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5.4.4. COROLLAIRE
On suppose qu’il existe s > 0 tel que toute ligne de Y a longueur s ou s — 1.
Alors le drapeau Fpmin est contenu dans toute composante irréductible K C B,,.

Démonstration de la proposition. Observons tout d’abord que I'entier s de I’énoncé
du lemme peut étre supposé égal au nombre de cases de la premiere ligne de Y.

D’apres la propos1t10n11 suffit de montrer Frmin € Z ( )Frpour T € ’T(Y)
standard. Il existe un numéro ¢ € {1,...,n} minimal qui n’occupe pas la méme
place dans T et 7™, On raisonne par récurrence descendante sur i.

Il est clair que le numéro ¢ figure dans la premiere ligne de T'. Notons p le numéro
de la ligne de 7™ contenant i. Rappelons qu’on a fixé une base de Jordan indexée
sur I’ensemble des cases de Y. On note e[1], ..., e[s] les vecteurs de la base associés
de gauche a droite aux cases de la premiere ligne de Y. On note f[1],..., f[s — 1]
les vecteurs de la base associés de gauche a droite aux s — 1 premicres cases de la
p-eéme ligne de Y.

Pour t € k soit w; : V — V I'automorphisme vérifiant

wy(e[q]) =elg] +t.flg—1] Vge{2,.., s}

et qui fixe les autres vecteurs de la base. Les automorphismes w; forment un
groupe a un parametre W = (w;)epx contenu dans le groupe Z(u). On pose

f’T‘7 = hmt_wowth/.

Il suit Ff € Z(u)Fr. D'apres la proposition [5.4.1{ il résulte F7 € Z(u)Fr, ot

on note T' = ST 1a rectification standard de T”. Les entrées 1,...,7 occupent les
mémes places dans les tableaux T et T™, On obtient finalement ]:Tmm ez ( VFr

en appliquant I’hypothese de récurrence au tableau T.0O

On déduit des deux propositions précédentes une propriété qui concerne la
singularité des composantes irréductibles de B,,.

5.4.5. PROPOSITION

Soit KT C B, une composante irréductible.
(a) La composante KT est lisse si et seulement si tout point fize standard contenu
dans KT est un point non-singulier de K.
(b) Supposons de plus qu’il existe s > 0 tel que toute ligne de Y a longueur s
ou s — 1. La composante KT est lisse si et seulement si Fpmin est un point non-
singulier de K™

Démonstration. Dans (a) comme dans (b), 'implication (=) est immédiate. Mon-
trons l'autre implication. On suppose pour cela que la composante K7 présente
une singularité en F. Rappelons que I’ensemble des points singuliers de K7 forme
un fermé. Soit H' = (hy)ierx le tore du lemme . L’ensemble (hyJF)cpx est
une courbe projective contenue dans K7 qui admet une limite & I'infini qui est un
point fixe de H' encore contenu dans la composante K7. Comme le tore H' est
régulier ce point fixe de H' est de la forme Fp pour 77 € 7'(Y). Le drapeau Frp
est encore un point singulier de K. D’apres la proposition , il résulte que
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Fspr est un point singulier de K7, ce qui acheve la preuve dans le cas (a). Dans
le cas (b) on obtient d’autre part, d’apres la proposition [5.4.3) que Frmin est un
point singulier de K. Cela achéve la démonstration.O
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Deuzieme partie

Décompositions cellulaires des fibres de Springer

Nous construisons une décomposition cellulaire filtrante de la fibre de Springer
paramétrée par les tableaux lignes-standards, dont la codimension des cellules est
donnée par une fonction sur l’ensemble des tableaux lignes-standards qui s’in-
terprete comme un nombre d’inversions. Cette combinatoire permet un calcul
pratique des nombres de Betti des fibres de Springer.

Cette partie contient les chapitres suivants.

Chapitre. 6. CELLULES DE SCHUBERT DE LA VARIETE DRAPEAU

Chapitre. 7. CELLULES DE SCHUBERT INTERSECTEES AVEC B,.
THEOREME DE SHIMOMURA

Chapitre. 8. INVERSIONS SUR LES TABLEAUX LIGNES-STANDARDS

Chapitre. 9. UNE FAMILLE DE PARAMETRISATIONS DES COMPOSANTES
DE B,. UNE FAMILLE DE DECOMPOSITIONS CELLULAIRES
ADAPTEES

Chapitre. 10. LIEN ENTRE LES DIFFERENTES PARAMETRISATIONS

Chapitre. 11. CALCUL DES NOMBRES DE BETTI DE B,
ET DE CERTAINES COMPOSANTES IRREDUCTIBLES

Notations. On a fixé un espace vectoriel V' de dimension n > 0 sur un corps k
algébriquement clos et un endomorphisme nilpotent u : V' — V. On a fixé une base
de Jordan de u indexée sur |Y|, 'ensemble des cases du diagramme Y = Y (u), et
le tore H C GL(V') des automorphismes diagonaux dans cette base.

Le but de cette partie est de construire une décomposition cellulaire de la
fibre de Springer B, permettant un calcul pratique des nombres de Betti. La
variété B, admet une partition By = [ |pcry, BT paramétrée par les tableaux
standards. D’autre part les éléments de B, fixés par le tore H sont les drapeaux
Fr (T € T'(Y)) associés aux tableaux lignes-standards. Le but est d’obtenir une
décomposition en cellules telle que

(1) Chaque cellule contient un unique point fixe du tore.

(2) Chaque ensemble BI est réunion de cellules.
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Dans le chapitre 6, nous rappelons la définition des cellules de Schubert. Puis
dans le chapitre 7, nous citons le résultat de N. Shimomura selon lequel une
décomposition cellulaire de B, satisfaisant aux propriété (1) et (2) s’obtient en
intersectant B, avec les cellules de Schubert. Nous noterons S, (7”) la cellule de
Shimomura contenant le point fixe F7. Dans la quatrieme partie de cette these,
nous nous appuyerons sur la décomposition cellulaire de Shimomura pour étudier
les composantes de B, lorsque le diagramme Y (u) a deux lignes ou est de type
crochet. Cependant la dimension de ces cellules est donnée par une formule com-
pliquée, qui n’est pas tres adaptée au calcul des nombres de Betti.

Dans le chapitre 8, nous définissons une fonction [ : 7'(Y) — N qui s’interprete
comme une longueur de Bruhat généralisée. Dans le chapitre 9, nous construisons
une décomposition en cellules de B, possédant les propriétés (1) et (2) et telle
que la codimension de la cellule contenant le point fixe Fr est égale a [(T”).

En réalité notre construction est un peu plus générale. Rappelons que la parti-
tion de B, en sous-ensembles B correspond & une maniere d’associer & un drapeau
F = Vo, ..., V) € B, un tableau standard T'(F), en considérant la suite des dia-
grammes de Young des restrictions successives de u aux espaces du drapeau. Il y
a une maniere plus générale d’associer a F une suite croissante de diagrammes de
Young. Fixons une suite croissante d’intervalles entiers

p=[LCclLcC...Cl,=[ln])

vérifiant #1I; = i pour tout . On pose I; = [p;; pi]. Pour tout ¢ 'endomorphisme
quotient ujy, v, € End(V,;/V),) peut étre considéré. Les diagrammes Y (uv, /v, )

forment une suite croissante qui définit un tableau standard 7%(F). On pose
B, ={Fe€B.,:T=T(F)}

On montre que les ensembles BZ,T sont localement fermés dans B,,, irréductibles,
non-singuliers et de méme dimension de sorte que les fermetures des ensembles
B;, ;- sont exactement les composantes irréductibles de B, (cf. théoréme [9.2). On
obtient ainsi une autre paramétrisation des composantes de B,. La construction
des ensembles B},  est motivée par I'article de M. van Leeuwen En utilisant
les résultats de cet article, on décrit le lien entre les différentes paramétrisations
des composantes de B, obtenues (chapitre 10).

On définit une transformation 7" +— p*xT" de 7'(Y) telle que les points fixes du
tore contenus dans B, ;- sont les drapeaux F (1" € 7'(T)). Enfin on construit
une décomposition cellulaire filtrante de B, qui possede les propriétés :

(1) chaque cellule contient un unique point fixe Fp (17" € T'(Y)),
(2) pour T' € T(Y) standard, I'ensemble B, ; est réunion de cellules,

et telle que la codimension de I'unique cellule contenant le point fixe F .1 est
égale au nombre [(T").

Enfin, dans le chapitre 11, on déduit un calcul des nombres de Betti de la fibre
de Springer B,.

Références bibliographiques. On retrouvera la définition des cellules de Schubert
dans les livres de T.A. Springer et A. Borel ainsi que dans la deuxieme
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partie du livre de W. Fulton [4]] L’article de N. Shimomura [[19] sert de référence
au chapitre 7. Enfin le chapitre 10 emprunte les idées et utilise certains résultats
de M. van Leeuwen [[28]|
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Chapitre 6 . CELLULES DE SCHUBERT DE LA VARIETE DRAPEAU

La variété drapeau B = B(V) admet une décomposition cellulaire filtrante.
Les cellules sont appelées cellules de Schubert. Les cellules de Schubert S(o) sont
paramétrées par les éléments du groupe symétrique o € X3,,.

6.1. Quatre constructions des cellules de Schubert

Nous présentons quatre constructions équivalentes des cellules de Schubert.
Tout d’abord, fixons (ey,...,e,) une base de V. Soit H C GL(V) le tore des
automorphismes qui sont diagonaux dans cette base. Pour o € ¥, soit F(o) =
(Vo, ..., Vp,) le drapeau défini par

Vi="{€pyy €0,

Les points fixes pour l'action naturelle de H sur la variété drapeau B sont exac-
tement les drapeaux F (o), pour o parcourant 3, (cf. §2.3.3)). Le point fixe F (o)
appartient a la cellule S(o).

On note id € ¥, I’élément neutre du groupe symétrique et og € ¥, la permuta-
tion telle que oq : i — n+ 1 —1i pour tout i. Selon nos conventions la cellule S(id)
sera ouverte dans la variété drapeau B tandis que la cellule S(0g) sera réduite au
drapeau F(ay).

Notation. Soient iy, ...,i, € {1,...,n} deux-a-deux distincts. On désigne par (i; :
iy 1+ 1p) =7 la permutation cyclique définie par

(i) =i siié {i, .0},

o T(iQ) = iQ+1 s1 VS {17 P 1}7

- T(ip) = ?:1.
Ainsi (i : 7) est la transposition qui échange i et j.

6.1.1. Premiere construction de la cellule de Schubert S(o)
Fixons o € 3,,. Pour i € {1,...,n}, soit J; 'ensemble

Ji={j € {ois1,...,on} 1 j>0i}.
Ensuite on note W; le sous-espace
Wi = <6j j € Jz>

La cellule de Schubert S(o) est le sous-ensemble de B formé par les drapeaux
F = W,...,V,) tels que l'on ait pour tout i € {1,...,n}

‘/z’ C V;—l + (keﬂ'i D W1)7
et VigdViai+W,.
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Ces conditions impliquent qu’il existe (g1, ..., £,) une (unique) base de V' adaptée
au drapeau F (i.e. V; = (e1, ..., ;) pour tout ) telle que

€ =€, + ZCi7j(F)ej Vie{l,...,n},

j€Ji

pour des scalaires (; ;(F). Les fonctions coordonnées ¢; ; : S(o) — k ainsi définies
sont algébriques sur S(o). Soit K 'ensemble des couples (i, j) avec ¢ € {1,...,n}
et j € J;. Les applications (;; (pour (¢,7) € K), réunies, réalisent alors un iso-
morphisme S(o) & A#K,

Le drapeau F (o) appartient a la cellule S(o) et en est I’élément dont toutes les
coordonnées sont nulles. Observons que la cellule S(o) est fermée dans I'ouvert
affine Q, C B défini dans La cellule S(id) associée a ’élément neutre du

groupe Y, coincide précisément avec 1'ouvert €2i4.

6.1.2. Deuxieme construction : a ['arde d’un tore de rang 1

On a noté H le tore des automorphismes diagonaux dans la base (ey, ..., €,).
Fixons €; < ... < ¢, des entiers distincts. Pour ¢ € k* soit h, € GL(V) I'auto-
morphisme défini sur la base par

ht(ei) =t“ €;.

Ces automorphismes forment un groupe a un parametre H' = (hy);exx. Le groupe
H' est un sous-tore de H de rang 1 régulier (cf. et H et H' ont exactement
les mémes points fixes pour leur action sur B.

Soit F € B un drapeau. Les images de F par les éléments h, (pour t € k*)
forment une courbe projective (hJF)iexx C B qui admet un point a l'infini, lequel
est nécessairement fixé par H'. Pour o € ¥,, on a

S(o) ={F € B : lim_ ot F = F(0)}.

6.1.3. Troisieme construction : comme orbites pour ['action d’un sous-groupe de
Borel

Soit B C GL(V) le sous-groupe de Borel formé par les éléments g € GL(V)
tels que

ge; € (ej 1 j >1).
L’action naturelle de B sur V induit une action sur la variété drapeau B. Pour

o € ¥, la cellule de Schubert S(o) est la B-orbite contenant le point fixe F (o).
On a donc S(o) = B.F(0).

Remarque 1. Observons que B est le sous-groupe de GL(V') formé par les éléments
qui fixent le drapeau F(og). Posons F(oo) = (W, ..., W,). D’apres §2.3.2/d) les
B-orbites sont alors les fibres de I'application matricielle F = (Vp,...,V,) —
(dim V; " Wj), ., i<, De cette maniere la cellule S(o) est I'ensemble des drapeaux

F = Vo, ..., Vs) € B satisfaisant
dimV, N W, =#{o1,....,o} N{n—7+1,...,n} Vi,je{l,..,n}
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Remarque 2. Observons que B s’écrit B = UH ou H est le tore maximal et U
est le sous-groupe unipotent de B :

U={9eGL(V):ge; —e;€{ej:j>1)}

Comme le drapeau F(o) est fixé par H, on obtient que la cellule S(o) est la

U-orbite de F(o).

6.1.4. Quatrieme construction : par induction
La troisieme définition ci-dessus peut s’interpréter par induction a I’aide du

fibré
S:B—-H, Vo,....,Vo)— Vi

ou ‘H est la variété des hyperplans W C V. C’est la construction suivante que
nous adapterons au cadre des fibres de Springer.

Soit V = (€1,...,€n_1) €t B = B(I/}) la variété drapeau relative a V. L’appli-
cation ® : B — 'H est un fibré en drapeaux, de fibre g, qui trivialise au dessus
d’une décomposition cellulaire de H. Les cellules de Schubert S(o) C B s’ob-
tiennent comme produits des cellules de Schubert 5(7) C B(V) (pour & € £,_1)
et des cellules de H.

Détaillons la construction. Soit U C B le groupe unipotent introduit dans la
remarque ci-dessus. Pour 7 € {1,...,n} on note

- W= (e;:j#1) €N,

~U(i)={g€U:Im(g—idy) C k.e;},

— 7; la permutation cyclique 7, = (i : i+ 1:---:n),

— 7, € GL(V') 'automorphisme vérifiant 7;(e;) = e,,(;) pour tout j.
Le groupe U agit sur H et on note C; la U-orbite de W;. L’application

U(Z) — G, g— gW;

est un isomorphisme. Les sous-ensembles C; (pour i € {1,...,n}) forment une
décomposition cellulaire filtrante de H.

Soit B — B, F +— F linclusion naturelle. Au dessus de chaque cellule C;, le
fibré ® : B — H admet une trivialisation

E:U() x B> o7 YC), (9, F) — g.7.F.

Soit o € ¥,,. Notons i = 0,. On a ¢ = 7;0 avec o(n) = n. L’élément ¢ s’identifie
a un élément de ¥, ;. La cellule S(o) satisfait a I’égalité

ﬂ@:z%ﬁax@)

Avant d’énoncer les propriétés des cellules de Schubert, nous rappelons deux
notions supplémentaires : 'ordre de Bruhat et la longueur de Bruhat.
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6.2. Ordre de Bruhat

L’ordre de Bruhat est un ordre partiel < sur I'ensemble X,,. Solent i = (i1, ..., i)
et i = (i, ...,4,) deux p-uplers d’entiers. Soient 7; < ... <7, les éléments de i
que l'on a remis dans l'ordre croissant. Soient ?1 < ... < ?p les éléments de ¢’
pareillement remis dans 'ordre. On écrit 4 < ¢’ si 7, <7, pour tout ¢ € {1, ..., p}.
Soient maintenant o,0’ € %,. On écrit 0 < ¢’ si (04, ...,0;) < (04, ...,0,) pour

tout 7 € {1,...,n}.

6.3. Longueur de Bruhat

On donne trois définitions équivalentes de la longueur de Bruhat lg : ¥, — N.
Considérons o € %, et définissons Iz (o).

1) Longueur de Bruhat comme nombre d’inversions.
Une inversion de o € ¥, est un couple (i, j) tel qu'on ait 1 <i < j <neto; > 0.
Alors (o) égale le nombre d’inversions de o.

2) Longueur de Bruhat comme longueur de Cozeter.

Pour i € {1,...,n — 1}, soit 70 = (i : i + 1) la transposition élémentaire. Un
élément o € ¥,, s’écrit comme produit de telles transpositions et Ip(o) égale le
nombre minimal de facteurs nécessaires pour écrire ¢ ainsi.

3) Longueur de Bruhat définie a l'aide de cycles.

Pour k € {0, ..., —1} soit 7;,; la permutation cyclique 7, = (i —K : -+ 1 i —1: 1)
de longueur k.

Si k =n — o,, la permutation o’ = 7, Lo fixe n et s’apparente donc & un élément
de X,,_1. Par induction il existe d’uniques entiers k1, ..., k,, vérifiant 0 < k; <i—1
pour tout i € {1,...,n}, tels qu'on ait 0 = 7,4, *** T1 k-

On a alors lg(0) = K1 + ... + Ky.

Certaines propriétés des cellules de Schubert sont maintenant rappelées dans
I’énoncé suivant.

6.4. PROPOSITION

Les propriétés suivantes sont satisfaites.
(a) Les sous-ensembles S(o) C B(V) (pour o € ¥,,) forment une décomposition
cellulaire de la variété drapeau B(V'). Pour o € ¥, le point fize F (o) appartient
a la cellule S(o).
(b) Soit 0 € ¥,,. La codimension de la cellule S(c) égale la longueur de Bruhat
ZB(O').
(c) Soit o € ¥,. La fermeture de la cellule S(o) est la réunion des cellules de
Schubert S(o'), pour o < o', ou < est l'ordre de Bruhat.

La fibre de Springer B, coincide avec la variété drapeau B dans le cas u = 0.
Dans le cas général, étudions la possibilité d’établir un énoncé relatif a la fibre
de Springer B, ressemblant a I’énoncé précédent. Les points fixes du tore B, sont
paramétrés par les tableaux lignes-standards de forme Y = Y (u). Cherchons une
décomposition cellulaire de B, dont chaque cellule contienne un point fixe.
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Chapitre 7. CELLULES DE SCHUBERT INTERSECTEES AVEC B,,.
THEOREME DE SHIMOMURA

Du chapitre précédent il ressort que les cellules de Schubert de la variété dra-
peau B sont définies relativement a une base de V' dont les vecteurs sont numérotés
de 1 an.

Nous avons fixé (e;),¢|v| une base de Jordan de v de forme Y = Y (u). Un ordre
total sur 'ensemble |Y| induit une numérotation des vecteurs de cette base et donc
une définition des cellules de Schubert. La fibre de Springer B, étant une sous-
variété fermée de B, les intersections entre B, et les cellules de Schubert obtenues
forment une partition filtrante de B,. Le théoréeme de Shimomura montre que,
lorsque 'ordre des cases de Y est bien choisi, cette partition est une décomposition
cellulaire de B,.

7.1. Cellules de Schubert adaptées au cadre de la fibre de Springer

7.1.1. Un ordre sur |Y|, l'ensemble des cases du diagramme Y
Soient z, 2" € |Y|. On écrit x < 2’ si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(1) La colonne de Y contenant = est strictement a la droite de la colonne
contenant z’.

(2) Les cases z, 2’ sont dans la méme colonne de Y et x est strictement au
dessus de 2.

Dans I'exemple suivant, nous avons numéroté les cases de Y de 1 a 11 en respectant
I'ordre croissant de la relation <.

8 5 3|1

9 6 4| 2

10 7

11

Soient 71 < ... < x, les éléments |Y'| écrits dans l'ordre. La fonction i — z; est
une bijection de {1,...,n} dans |Y| que 'on note £3.
Soient S(o) C B (pour o € %) les cellules de Schubert relativement a la base

(€xy, -y €5,,) de V au sens de §6.1]

7.1.2. Cellules de Schubert S, C B paramétrées par o € Xy

Rappelons que |Y| est I'ensemble des cases de Y et ¥y| désigne I'ensemble des
bijections de {1,...,n} dans |Y|. Pour a € Xy soit F, = (V, ..., V,) le drapeau
défini par

Vi = (€ay, - €qa;) pour tout i € {0,...,n}.
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Les drapeaux F, (a parcourant Yy|) sont exactement les points fixes du tore
H C GL(V') des automorphismes diagonaux dans la base (cf. §4.5.3)).
L’application o +— (o est une bijection de X, dans Xy|. Pour a € Xy| on définit

So = S(87'a).

De cette maniere les cellules de Schubert sont paramétrées par les éléments de
a € Yjy|, de telle sorte que le point fixe F, appartient a la cellule S,,.

Rappelons qu’un tableau lignes-standard 7" de forme Y induit un élément a7+ €
Yy et Papplication 7" + aq est une injection de 7'(Y’), I'ensemble des tableaux
lignes-standards de forme Y, dans ’ensemble Xy

On montre :

7.1.3. PROPOSITION

Soit o € Xjy|. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le point fixze F, est contenu dans la fibre de Springer B,,.
(i1) L’intersection S, N B, est non-vide.
(111) Il existe T" € T'(Y') lignes-standard tel que o = .

On utilise le lemme suivant :

7.1.4. LEMME

Soit H C GL(V) le tore des automorphismes diagonaux dans la base (e)ze|y|-
Le tore H contient H' = (hy)iexx un sous-tore de rang 1 qui satisfait aux propriétés
sutvantes :
(1) Le tore H' est régulier.
(2) L’action naturelle de H' sur la variété drapeau B laisse stable la variété B,,.
(3) Pour a € Xjy|, la cellule de Schubert S, s’obtient par :

So = {F € B : limy_oohs.F = Fa .

Démonstration du lemme. Dans la démonstration du lemme [4.6.2] les entiers
(€2)ze|y| peuvent étre choisis tels qu’on ait :

€, < €p pour x, 2’ € Y] tel que x < 2.
Alors, d’apres §6.1.3) le sous-tore H' = (h;);erx obtenu satisfait aux conditions
de I'énoncé. O

Démonstration de la proposition. L’équivalence (1)< (iii) est déja connue (cf. §4.6)).
L’implication (i)=-(ii) est immédiate. Nous prouvons (ii)=-(i).
Soit H" = (h¢)ierx le tore du lemme [7.1.4] Soit o € ¥jy. Par le lemme, on a

So =A{F € B, : limy_ hF = F,}.

Supposons S, N B, # 0. 1l existe donc F € S, N B,. On a ainsi hy.F € B, pour
tout ¢t € k*. Comme B, est fermé dans B il suit F, = lim;_...h;.F € B,. La
preuve est complete. O
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7.1.5. Sous-ensembles S,(T") C B,
Pour 7" € T'(Y') lignes-standard, on pose

Su(T") = Sa,, N B

De cette maniere les sous-ensembles S,(7") C B, sont localement fermés et
réalisent une partition filtrante de la fibre de Springer B,. On a de plus pour
tout 7" :

Fr € Su(T,) ,

ot Fp est le point fixe associé a T" au sens de §4.6]

Regardons maintenant quelles cellules de Schubert rencontrent le sous-ensemble
localement fermé BI C B,, pour T' € 7 (Y) standard.

7.1.6. PROPOSITION
Soit T € T(Y) standard. On a

Bg = |_| Su(T/)
T'eT!(T)

ot T" parcourt T'(T), l'ensemble des tableauz lignes-standard de rectification stan-

dard T.

Démonstration. On a défini un ordre < sur |Y|, 'ensemble des cases de Y. Par
construction la cellule de Schubert S, est I'orbite du point fixe F(71") sous
I’action du sous-groupe de Borel

B={geGL(V):ge, € {ey : 2" >x)}.
Le groupe B fixe le drapeau partiel formé par les noyaux itérés ker u? (pour ¢ > 0).
D’apres on a
(B.BIYNB, C BL.

Soit T" € T'(T). Le point fixe Fr est alors contenu dans le sous-ensemble BL. 11
suit :
S.(T") = (B.Fr)N B, C BL.

Comme les sous-ensembles BT réalisent une partition de la fibre de Springer B,,,
on obtient finalement

Bl= || SuT)

T'eT'(T)

pour tout tableau standard 1" de forme Y. O
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7.1.7. Ordre sur les tableaux lignes-standards induit par l’ordre de Bruhat

L’ordre de Bruhat sur les éléments du groupe symétrique (cf. peut étre
interprété en termes de tableaux lignes-standards.

Soit A est un ensemble totalement ordonné et soient a = (ai,...,a,) et @’ =
(ay, ..., a;,) deux p-uplets d’éléments de A. Soient a; < ... < @, les éléments de a
remis dans 'ordre croissant. Soient a} < ... < 'd;) les éléments de @’ réordonnés a
leur tour. On pose a < @' si on a a, < a; pour tout ¢ € {1,..., p}.

Rappelons (cf. qu’on a défini un ordre sur |Y'|, 'ensemble des cases du
diagramme Y. Soient maintenant o, o’ : {1,...,n} — |Y| deux bijections. On note
a<da siona (afl),..,alp) < (d(1),....a'(p)) pour tout p € {1,...,n}.

Soient enfin 7", 7" € T'(Y') deux tableaux lignes-standards, qui définissent deux
bijections g, apr : {1, ...;n} — |Y]. On pose TV < T" si apr < .

Exemple. On a

34 415
112(<[1]|3
) 2

Awvertissement. L’ordre < restreint a 7 (Y), 'ensemble des tableaux standards,
n’est pas la relation de dominance < (cf. mais son inverse : Soient 7', S €
7(Y) standards, on a :

S<T&T<S.

La proposition suivante donne une propriété de l'ordre <.

7.1.8. PROPOSITION
Soient T", T" € T'(Y') lignes-standards. Supposons l'intersection S, (T") NS, (T")
non-vide. Alors on a T' < T".

Démonstration. Rappelons qu'on a S,(T") = Sa,, N By et Sy (T") = Sa,., N Bu.

Soient «,a’ € Ey|. Soit §: {1,...,n} — |Y] la bijection introduite dans .
On a clairement 1'équivalence o < o/ < 7 'a < 371a/ ou la derniere relation est
I'ordre de Bruhat usuel. D’apres la construction de la cellule S, dans et la
proposition (c), on obtient S, = [J Su, ot la réunion est prise sur I'ensemble
des bijections o € X}y telles que o < /.

Si lintersection S, (7") N S, (T") est non-vide, alors I'intersection E N Sy
est elle-méme non vide. D’apres ce qui précede, on a apr < agr, done TV < T”. 0O

7.2. Théoréme de Shimomura

On étudie plus précisément les ensembles S, (7”). On a déja vu qu’ils forment
une partition filtrante de B, en parties localement fermées. D’apres le théoreme
de N. Shimomura, que nous rappelons maintenant, cette partition est en fait
une décomposition cellulaire de B,. Tout d’abord nous définissons une fonction
a valeurs entieres sur les tableaux lignes-standards. Cette fonction donnera la
dimension des cellules.
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7.2.1. Définition d’une fonction d: T'(Y) — N
A un tableau lignes-standard 77 € 77(Y), on associe un entier d(7”) de la facon
suivante.
Soit i € {1,...,n}. Considérons le sous-tableau T"Z obtenu d’apreés 7" en retirant
les numéros ¢ + 1, ...,n. Soit L; la ligne de T"Z contenant ¢ et soit ¢; sa longueur.
On note
— d; le nombre de lignes de T|’Z situées strictement au dessus de L; et de longueur
au moins ¢;,
— d; le nombre de lignes de T7; strictement en dessous de L; et de longueur au
moins ¢; + 1.
On pose alors d(i) = d + d; .
Ainsi on a défini des nombres d(i) (pour i € {1,...,n}). Posons enfin

A(T') = d(1) + ... + d(n).

Ezxemple. Supposons

1
T'=1213|4
6

On obtient d(0) =0, d(1) =0,d(2) =1, d(3) =0, d(4) =0, d(5) = 1, d(6) = 2,
d(7) = 0 et finalement d(7") = 4.

Enoncons maintenant le théoreme de Shimomura.

7.2.2. THEOREME (cf. [19]§4.7)

Supposons Y = Y (u). Soit T" € T'(Y) un tableau lignes-standard. Le sous-
ensemble S, (T") C B, est isomorphe a lespace affine AXT) . Les sous-ensembles
(Su(T")) e vy forment une décomposition cellulaire filtrante de la fibre de Sprin-
ger B,.

Remarque. Pour T' € T (Y') standard, on obtient dimS,(7T") = d(7T") = dim B,.
Ainsi la cellule S, (T) est un ouvert dense de BZ.

7.2.3. Remarque

Une autre démonstration du fait que les ensembles S, (7”) sont des cellules s’ob-
tient ainsi :
Soit H' = (h¢)ierx le sous-groupe de H du lemme . En combinant les propo-
sitions et on a

S (T ={F e B lim;_oohe.F = Fr }.

D’apres la proposition 'ensemble Bl est une variété quasi-projective non-
singuliere. Les points de B! fixés par H' sont en nombre fini, donc isolés. D’aprés
le théoreme I'ensemble S, (7") est isomorphe & un espace affine.
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7.3. Application : calcul des nombres de Betti de B5,.
On suppose ici k = C. Pour m € N, soit b,, le nombre de Betti
b = dim H*"(B,, Q).

D’apres le théoreme les ensembles (S, (T"))rer vy forment une décompo-
sition filtrante de la fibre de Springer B,,. D’apres la proposition [1.4.1} on obtient
la formule

b =#{T' € T(Y) :d(T') =m} Vm € N.

Ezemple. Soit Y = . Les tableaux lignes-standards de forme Y sont les

suivants.

112 113 314 203 114 214
3|4 214 112 14 213 113

Les nombres d(7”) associés a ces tableaux sont respectivement 2,2,1,1,1,0. Il
SUithQZQ, b1:3etb0:1.

Cependant, pour déterminer les nombres de Betti de B, de cette maniere, il est
nécessaire de calculer d(T") pour tout 7" € 7'(Y), ce qui rend le calcul difficile.

Dans le chapitre qui vient, nous allons définir une autre fonction [ : 7/'(Y) —
N sur I’ensemble des tableaux lignes-standards, qui sera similaire a la longueur
de Bruhat présentée dans Puis, en adaptant la quatriéme construction des
cellules de Schubert (cf. au cadre des fibres de Springer, nous obtiendrons
une décomposition cellulaire de B,, différente de la décomposition de Shimomura
et telle que la codimension des cellules sera donnée par la fonction I.
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Chapitre 8. INVERSIONS SUR LES TABLEAUX LIGNES-STANDARDS

On définit une notion d’inversion sur un élément 7" de 7'(Y’), I'ensemble des
tableaux lignes-standard de forme Y. Tout d’abord on définit [ : 77(Y) — N une
fonction ressemblant a une longueur de Coxeter. Puis on montre comment [ peut
étre interprétée comme un nombre d’inversions.

Observons qu’une permutation o € ¥, peut s’écrire sous la forme d’un tableau
a une colonne contenant n cases numérotées de 1 a n. Pour commencer, nous
interprétons la longueur de Bruhat définie dans lorsque la permutation o est
écrite de cette fagon.

8.1. Retour sur la longueur de Bruhat

Notons Y le diagramme de Young a une colonne de n cases. Soient x4, ..., z,
les cases de Yy de haut en bas.

8.1.1. Tableau T. associé a o € %,

Conformément a §7.1.2) une permutation ¢ € ¥, définit un tableau (lignes-
standard) 7). € T'(Yp)

01_1

T =

—1
On

Soit Ty = T}; 'unique tableau standard de forme Yj, dont les cases portent les
numéros 1, ...,n de haut en bas.

8.1.2. Longueur de Bruhat d’un tableau de forme Y

Soit o € ¥,,. On interprete la longueur de Bruhat i5(o) (cf. au moyen du
tableau T introduit ci-dessus. Les trois définitions de Ig (o) données dans sont
successivement passées au crible. Observons d’abord que, en posant 777 = T _|

un élément 7 € X, peut s’interpréter comme une transformation sur l’ensemble

T'(Yy).

1) Longueur de Bruhat vue comme nombre d’inversions.
Une inversion de o € ¥,, est un couple (4,7) tel que i est situé en dessous de j
dans le tableau 7). et (o) est le nombre de tels couples.

2) Longueur de Bruhat vue comme une longueur de Coxeter.

Pour i € {1,...,n — 1} la transposition 7 = (i : i + 1) peut s’interpréter comme
I'opération sur les éléments de 77(Yp) consistant a intervertir les i-eme et (i 4 1)-
eme lignes. Le tableau 7 peut étre construit d’apres 7j en un certain nombre
d’étapes consistant a intervertir deux lignes adjacentes. Alors (o) est le nombre
minimal d’étapes nécessaires.
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3) Longueur de Bruhat définie avec des permutations cycliques.

En fait cette derniere facon, bien que moins classique, est la plus constructive.
Pour x € {0,....,i — 1} le cycle inverse 7,,! = (i : i —1,... : i — k) peut étre
interprété comme l'opération sur 7'(Yy) consistant a déplacer de k rangs vers le
bas la i-eme ligne de 7", tandis que les k lignes suivantes sont déplacées d’un
rang vers le haut. Tout d’abord on considere 7. En choisissant convenablement
Kny Kn—1, ..., K1, on replace successivement les numéros n,n —1, ..., 1 en appliquant
dans 'ordre Tnf}in, ...,7'1_’;1, de sorte qu’a la fin le tableau Tj a été reconstruit

d’apres 7). On a alors 0 = 7, ., -+ Ti 4y Alnsi lg(0) = K1 + ... + Kp.

Maintenant nous définissons une fonction [ : 7'(Y) — N, pour Y quelconque.
La troisieme définition de la longueur de Bruhat va inspirer cette construction.

Une longueur de Bruhat généralisée.

8.2. Longueur [(T") d’un tableau lignes-standard 7" € 7'(Y)

Fixons Y € ), un diagramme de Young et 7' € 7 (Y') un tableau standard de
forme Y. Rappelons que 7'(T) est 'ensemble des tableaux lignes-standards de
forme Y et de rectification standard T, au sens de la section §4.4]

8.2.1. Les ensembles T,'(T')

Pour ¢ € {1,...,n}, on note 7/(T") I'ensemble des tableaux lignes-standards
T € T'(T) tels que i 4+ 1,...,n sont a la méme place dans 7" et T.

Rappelons qu’on note Tl’z le sous-tableau de T formé par les numéros 1, ..., 1.
Ainsi 7'(T};) est I'ensemble des tableaux lignes-standards d’entrées 1,...,4, de
meéme forme que Tj; et de rectification standard 7Tj;.

L’application 7" +— T7; est une bijection entre les ensembles T;(T') et T'(Tj;).

8.2.2. Notations : q;, D, p, pr

Pour i € {1,...,n}, soit ¢; le numéro de la colonne de T qui contient i, ou de
maniére équivalente la longueur de la ligne de T}; a laquelle appartient i. Soit p;
le nombre de lignes de T}; de longueur exactement g;. On note encore p! (resp.
pI") le numéro de la ligne de T' (resp. de T") & laquelle appartient 4.

8.2.3. Transformation 1, , sur l’ensemble T, (T)
Fixonsi € {1,...,n} et un entier x € {0, ..., p; —1}. On définit la transformation

Ti,n . T/(j—‘\z) d T/(T]Z)

Son action sur un tableau lignes-standard 7" consiste a déplacer de x rangs vers
le haut la derniere ligne de longueur g; apres avoir déplacé d’un rang vers le bas
chacune des k lignes situées juste au dessus :
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Ly Ly
Tik = L,

Ly

Ly Ly

(ou Ly, ..., Ly désignent les xk + 1 dernieres lignes de longueur g;).

Cette transformation sur I'ensemble 77(7};) induit une transformation sur I'en-
semble 7;(T), encore notée 7; ,;, au moyen de la bijection 7;(T') = T'(T);) décrite
précédemment.

Observons que, pour Y = Yy, la transformation 7; ,, coincide avec la transformation
sur I’ensemble 77(Y)) associé au cycle lui aussi noté 7; , que l'on a introduit dans
la troisieme définition de la longueur de Bruhat (cf. §3.1.2)). C’est pourquoi nous
nous sommes permis de conserver la méme notation. De plus cette transformation
est amenée a jouer le méme role.

On peut faire 'observation suivante :

8.2.4. LEMME
Sotenti,j € {1,...,n} tels que i < j et soit k € {0, ..., p; — 1}. Pour tout tableau
1" € T/(T), le tableau transformé 7; ,(T") est un élément de I’ensemble T}(T).

Démonstration. L'inclusion 7; (7 (1)) C T;(T') résulte de la définition de 7; . Le
lemme s’obtient en combinant cette inclusion avec I'inclusion immédiate 7;'(T) C

7/(T). O

Pour chaque i € {1,...,n} on fixe ; € {0, ..., p; — 1}. D’aprés le lemme [8.2.4] le
tableau transformé 7, ,, 0 --- 07y, (T) est un élément (bien défini) de I'ensemble
T'(T). La proposition suivante montre que tout tableau de 7'(7") s’obtient de
cette maniere, pour un unique n-uplet (ky, ..., Ky).

8.2.5. PROPOSITION

Fizons T' € T'(T).
(a) 1l existe d’uniques entiers Ky, ..., k, vérifiant k; € {0, ...,D; — 1} pour tout i et
tels que l'on ait

T/ — TTL,Kn O+--0 7-1’&1 (T)
(b) Soit i € {1,...,n}. On pose T := 7'Z.jr11m+1 o---o7, . (1) avec la convention
T
T, =T On a alors Tjy € T/(T) et k; = pl —p, 1.

(2
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Démonstration. On raisonne par induction sur n. Le cas n = 1 est trivial. Suppo-
sons la propriété vraie jusqu'en n — 1 > 1.

(a) D’abord montrons I’existence. Si n a la méme place dans les tableaux T" et 77,
alors on a 7" € 7! |(T) et la propriété d’induction implique que 7" peut s’écrire
sous la forme désirée, en s’appuyant sur la bijection 7,)_(T') = T'(1},).

Dans 'autre cas le numéro n est situé a la fin d’une ligne de 7" de longueur g,, et
il existe k, € {1,...,0n — 1} tel que 7, % (T") € 7,/ (T'). Par induction il existe
des entiers x; € {0,...,p; — 1} (1 <i<n—1) tels qu'on ait

Tnj;n (T/) = Tn—l},%n71 ©---0 le“l (T)

Ainsi T" s’écrit sous la forme voulue.
Montrons maintenant 1'unicité. Supposons

T = Tpp, 00T (T) =Ty, 0---0 T (T).
Par le lemme [8.2.4] on a

Tn—1,kp—1 © """ O Tlk (T) S Tl—l(T) et Tn_lﬁ;h

n

0 071, (T) € T/_,(T).

1

En utilisant la définition de 7; , il suit p% — &, = pL" = pI' — k. D'olt : K, = K.
En appliquant ’hypotheése d’induction au tableau 7+ (T") € 7,/ (T') on obtient

n
ki = K, pour i <n — 1.

(b) Ci-dessus nous avons obtenu 7, + (T") € T,_(T) et D'égalité x,, = p — pZ".
Le point (b) se déduit par induction. O

8.2.6. Définition de la longueur I(T")
Soit 7" € T'(T'). On écrit

T = Top, 0071 (T)

selon les termes de la proposition précédente. Puis on pose :
n
T .= Z K.
i=1

Cas Y =Y. D’apres cette définition, on obtient

I(T) = lg(c) pour tout o € %,,.

8.2.7. Remarque

Le point (b) de la proposition suggere une maniere de calculer [(7"), qui consiste
a reconstruire 7' d’apres T”. Cette méthode est analogue a la méthode mentionnée
dans 3) Apres la i-eme étape, les numéros n,n—1,...,n—i+1 ont été remis
a la bonne place. Pour étre replacée a son tour, I’entrée n — ¢, doit étre déplacée

de k rangs vers le bas. On choisit alors k,,_; = k et on applique la transformation
-1
n—t,Kkn—;"
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215
Exemple. Soit T" := | 3|4 | En replacant successivement 5,4,3,2 et 1, de la
1
maniere décrite ci-dessus, on recontruit 1" étape par étape :
215 314 314 214 114 114
31425 2]5 |2 2]5 |25 15|25 2]5|%5 25
1 1 1 3 3 3

On obtient alors : [(T") = 4.
Interprétons maintenant la longueur [(7”) comme un nombre d’inversions.

8.3. Longueur [ et nombre d’inversions d’un tableau lignes-standard

8.3.1. Inversion dans un tableau lignes-standard
Soit 7" € T'(Y') lignes-standard. On appelle inversion de T" un couple (i, j) ou
7 et j sont des numéros d’'une méme colonne de 7", vérifiant i < 7, et tels que
I'une des conditions suivantes est satisfaite :
(1) Les numéros ¢ et j ont des numéros i’ et j' voisins a droite respectifs dans
T et onai > j.

Par exemple (1,2) est une inversion dans le tableau

114 213
ou

213 114

(2) Le numéro i n’a pas de case a sa droite dans 7" et i est situé strictement
en dessous de j dans le tableau T".

Par exemple (1,2) est encore une inversion dans le tableau

213
7 [

On note Inv(7”) 'ensemble des inversions de T".

5

2
Exemple. Considérons 7" = | 3 | 4 | comme dans 'exemple précédent. Les inver-
1

sions de 7" sont les couples : (1
Dans cet exemple on a 1’égalité
cas général.

2), (1,3), (2,3) et (4,5). Il suit #Inv(T") = 4.
In

#Inv(T") = I(T"). Cette égalité est vraie dans le

On prouve en effet :
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8.3.2. PROPOSITION
Soit T' € T'(Y') lignes-standard. On a l’égalité

(T = #Inv(T").

Démonstration. On raisonne par induction sur n.

Le cas n = 1 est trivial. Supposons la propriété vraie pour n — 1 > 1. Soit
T := 5T’ la rectification standard de T". Soit T := 7,7} (1"), ol K, est 'entier
de la proposition 8.2.5 On a alors 7" € 7,/ |(T) et

UT") = kn + U(T").
Considérons la décomposition suivante.
#Inv(T") = #{(i, j) € Inv(T") : j < n} + #{(i,j) € Inv(T") : j = n}.
Ona: #{(i,7) € Inv(T") : j = n} = k,,. Par induction, il suffit d’établir I’égalité :
{(i,7) € Inv(T") : j < n} = Inv(T").

Soit un couple (7, 7) tel que i < j < n. Les numéros i et j sont dans la méme
colonne de 7" si et seulement si ils sont dans la méme colonne de 7”. Considérons
les deux cas décrits dans la définition de la notion d’inversion dans un tableau.

(1) Sii et j ont des numéros i’ et j' voisins a droite respectifs dans 7", alors
i et i d'une part et j et 5/ d’autre part restent voisins dans 7"”. D’ou :

(i,7) € Inv(T") < (i,7) € Inv(T").

(2) Siin’a pas de voisin a sa droite dans 7", alors il en va de méme dans 7”.
Comme les numéros ¢ et j ont tout au plus été déplacés d’un rang vers le
haut pour passer de 7" a T”, ils ont la méme position relative dans 7" et
T" d’ou :

(i,7) € Inv(T") < (4,7) € Inv(T").
L’ensemble Inv(7”) ne contient pas de couple de la forme (i,n). Il suit :
{(i,7) € Inv(T") : j < n} = Inv(T").

La preuve est complete. O

8.4. Ressemblance entre la longueur [ et une longueur de Coxeter

Pour conclure cette section, nous comparons la longueur [ avec la longueur de
Bruhat lorsque celle-ci est vue comme une longueur de Coxeter (cf. §8.1.2[2)).
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8.4.1. Transpositions 79

Soit r le nombre de lignes du diagramme Y et soient m; > ... > m, les longueurs
de ces lignes.

Pour 7" € T'(Y) lignes-standard, pour p € {1,...,r} et ¢ > 1, on note a,,(1")
la g-eme entrée de la p-eme ligne de 7", on pose a, ,(1") = +00 si celle-ci n’existe
pas (si ¢ > m,).

Soient p € {1,....,r — 1} et ¢ > 1 vérifiant ¢ < m,,1. On note 7"®9(T) I'en-
semble des tableaux 7" € T'(T') tels que,

Max(anq (T'), Qp+1,q (T/)) < Min(ap7q+1 (T/)7 Ap+1,q+1 (T,))-

Soit 7" € T'"9(T). En intervertissant les ¢ premieres entrées des p-eme et (p+1)-
eme lignes de 7", on obtient un autre tableau lignes-standard noté 7% (7"). On
a 7®D(T") € T'P9(T). On construit ainsi une application

7). TP — T'PD(T),

On prouve :

8.4.2. PROPOSITION

Soient T € T(Y') standard et T" € T'(T') lignes-standard. Il existe une suite de
couples d’entiers (p1,q1), ..., (Pr, 1) vérifiant p; € {1,...,7 —1} et ¢; < myp, 11 pour
tout i € {1, ..., \}, telle qu’on ait

T = 72y . pleva)

Le nombre I(T") est la longueur minimale d’une telle suite.

Démonstration. Observons que la transformation 7; ,, est le produit de s transfor-
mations de la forme 79 I’existence résulte alors de la proposition .

Supposons A minimal. De ce qui précede, on déduit aussi [(T") > A. D’autre
part, pour tout 7" € T'®9(T), on a clairement l'inégalité

#Inv(rPDT") > #Inv(T") — 1.

En écrivant T = (7Pra))=L... (7(x@))=1T" on obtient 0 > #Inv(T")—\. D’apres
la proposition [8.3.2] il suit A < {(7”). La preuve est complete. O
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Chapitre 9. UNE FAMILLE DE PARAMETRISATIONS
DES COMPOSANTES DE LA FIBRE DE SPRINGER.
UNE FAMILLE DE DECOMPOSITIONS CELLULAIRES ADAPTEES

On suppose de nouveau Y = Y (u) ot u : V' — V est 'endomorphisme nilpotent
déja fixé. Soit [ : T7'(Y) — N le nombre d’inversions défini dans le chapitre
précédent.

Comme nous 'avons vu (cf. la fibre de Springer B, admet une partition en
sous-ensembles localement fermés

B.= |J Bl
)

TeT(Y

Ce chapitre a principalement pour but la construction d’une décomposition cel-
lulaire filtrante de la fibre de Springer B,, paramétrée par les tableaux lignes-
standards de forme Y, dont les cellules C,,(T") (pour 77 € T'(Y')) ont les propriétés
suivantes :

(1) La cellule C,(T") a codimension [(T").
(2) La cellule C,,(T") contient le point fixe Fy.

(3) Soit T' € T(Y) standard. Les cellules C,(7") (pour 7" € T'(T")) forment
une partition du sous-ensemble BL C B,.

Les deux dernieres propriétés sont communes aux cellules de Shimomura S, (7")
(cf. chapitre 7).

En réalité nous allons présenter une construction un peu plus générale.

La proposition résume certaines propriétés des ensembles BL. Nous don-
nons tout d’abord une maniere plus générale de partitionner la variété 3, en sous-
ensembles localement fermées paramétrés par les tableaux standards de forme Y
et nous établissons un résultat similaire a la proposition [£.7.1] Puis nous cons-
truisons une décomposition en cellules adaptée a cette nouvelle partition.

DEFINITION DES ENSEMBLES B ; ET ENONCE DES RESULTATS

9.1. Définition des ensembles B, C B,

La partition de B, en sous-ensembles Bl repose sur une maniére naturelle
d’associer un tableau standard a un drapeau de B, :  Soit F = (Vg, ..., V,,) € By,
en considérant les restrictions de u aux termes successifs du drapeau on obtient
une suite croissante de diagrammes Y (uyy,) C Y (up;) C ... C Y (uyy,) qui définit
un tableau standard (cf. [4.2.2). L’ensemble BI (pour T € T(Y)) regroupe les
drapeaux u-stables qui sont attachés au tableau T" de cette fagon-la.

Une maniere plus générale consiste a considérer une suite croissante de sous-
quotients du drapeau F puis la suite des diagrammes des endomorphismes induits
par u sur ces quotients.  Formalisons cette définition.
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9.1.1. L’ensemble R,
Soit R, 'ensemble des suites p = (pi, p})1<i<n telles que
— la suite (p;)1<i<n est décroissante,
— la suite (p})1<i<n est croissante,
—on a p;, — p; =i pour tout i € {1,...,n}.
Autrement dit on a pour tout i € {1,....n — 1} :

(pir1, pir) = (pi = 1,p) 0w (pit1, pisr) = (pi, i + 1)

Soit F = (W, ..., Vi) € B,. Comme les sous-espaces V; et V; sont stabilisés par
u, une application quotient uyy, v, : V;/V; — V;/V; est induite. Cette application
est encore nilpotente et on lui associe un diagramme de Young Y (ujy;v;), au sens

de §4.5

9.1.2. Les sous-ensembles B . C B,
Soit p € R,. Soit T' € T(Y') standard. Rappelons (cf. que le tableau T
définit une suite de diagrammes de Young Yy(7) C Yi(T) C ... C Y, (T) =Y.
On définit Bf . = B}, (V) comme I'ensembles des drapeaux u-stables F =
Vo, ..., Vi) € B, tels que Y(U|V,/vp ) = Yi(T') pour tout i.

Ezxemple.

(a) Sip= (Pwp,,)lgign est la suite définie par p; = 0 et p, = i pour tout i, alors
ona BB =B

(b) Smt p= (pz, pi)1<i<n la suite définie par p;, = n —i et p; = n pour tout i. On
pose B, r = B ;. On a ainsi

Bur ={F = Vo, ... Va) € Bu: Y(uy, i) = Yui(T), Vi € {0,....,n}}.

Les sous-espaces images Imu? (¢ > 0) forment un drapeau partiel sur I'espace V.
Soit @ C GL(V) le sous-groupe parabolique formé par les automorphismes qui
fixent ce drapeau partiel. L’action naturelle du groupe @) sur V' induit une action
sur la variété drapeau B. On peut voir que B, 1 s’obtient comme l'intersection de
B, avec une @Q-orbite.

Remarque. 11 est peu probable qu’en général ’ensemble B - sobtienne comme
I'intersection de la fibre de Springer B, avec une orbite parabohque de la variété
drapeau B.

9.1.3. Relation de dualité

AT e T(Y) fixé les ensembles BY et B, 1 sont duaux. Soit plus généralement
p = (pispl)i<icn € Rn. Sion pose p* = (n — pi,n — pi)i<i<n, alors les sous-
ensembles B . et BZ*T sont liés par une relation de dualité et sont isomorphes.
Nous détaillerons ces affirmations dans §9.7

Voyons maintenant que les sous-ensembles B’ . ainsi définis possédent des pro-
priétés semblables aux ensembles B7.
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9.2. THEOREME

Supposons Y =Y (u). On fize une suite p = (p;, pl)1<i<n € Ry qui définit une
partition de la fibre de Springer B, en sous-ensembles BZ’T, pour T parcourant
T(Y), l’ensemble des tableauzr standards de forme Y. Les propriétés suivantes
sont satisfaites :
(a) Les sous-ensembles By, . (pour T € T(Y')) sont localement fermés dans B,,
wrréductibles et non-singuliers.
(b) On a l’égalité dim B}, ; = dim B, pour tout T € T(Y).
(c) Soit T € T(Y) standard. On a

BZ,T - U BZ,S
S<T
ot la réunion est prise sur les tableaux standards S € T(Y') vérifiant la relation
de dominance S <X T.
(d) Soit T € T(Y) standard. L’adhérence du sous-ensemble B, C B, est une
composante irréductible de B,.
(e) Toute composante irréductible de B, s’obtient de cette manieére.

La preuve de ce théoréme est répartie entre les sections [9.6] et 0.8

9.2.1. Composantes irréductibles KY C B,

Pour T' € 7 (Y') standard, on note K7 I'adhérence du sous-ensemble B}, . C B,.
De cette maniere les sous-variétés (K/_f[)w)Te’]'(Y) sont les composantes irréductibles
de la fibre de Springer B,.

Fixons T' € 7(Y). Le tableau standard 7" définit une composante irréductible
KT c B, au sens de Soit p € R,. D’apres ce qui précede il existe un
tableau 77 € T (Y) tel que K = K¥,. La description de 'application T" + T
fait 'objet du chapitre 10.

Les ensembles BY ., pour p parcourant R,,, forment une famille d’ouverts denses

et non-singuliers de la composante K7. En général ces ouverts ne recouvrent pas
KT, ni méme la partie lisse de K7. Supposons par exemple :

1]2]4 1|35
T = et T =
315 214

Le drapeau Fp est contenu dans la composante K7 mais échappe & tous les
ensembles B;iT,,. La premiere affirmation se démontre a ’aide du chapitre 14.
La seconde affirmation s’obtient en utilisant les résultats du chapitre 10 et le
paragraphe suivant ot I'on décrit les points fixes du tore contenus dans chaque
sous-ensemble B ;..

9.3. Points fixes du tore contenus dans les ensembles 3]

On a fixé (€;)¢c|y| une base de Jordan de u de forme Y (cf. §4.5.2)), soit H C
GL(V) le tore maximal formé par les automorphismes diagonaux dans cette base.
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Rappelons que les points fixes de H contenus dans B, sont les drapeaux Fr (pour
T € T'(Y) lignes-standard) introduits dans §4.6]

Fixons p € R,,. Décrivons les points fixes du tore qui appartiennent au sous-
ensemble BZ’T. Rappelons qu’on a observé dans que les points fixes de H
contenus dans B! sont paramétrés par les éléments de 7'(T), I'ensemble des ta-
bleaux lignes-standards de rectification standard 7. On décrit maintenant les
points fixes contenus dans les ensembles plus généraux BZ}T

9.3.1. Tableauz lignes-standards transformés pxT"
Pourie{l,...,n}ona:

(pi, ) = (pi—1 — 1, pf_y) ou bien (py, pf) = (pi—1, pi_; + 1).

Dans le premier cas on pose p; = p; + 1 et on pose dans le second cas p; = pl.
Ainsi on construit une suite (py, ..., p,) vérifiant pour tout i € {1,...,n} :

]pi> p;] = {b\l? B ﬁl}
Soit T" € T'(Y) lignes-standard. Dans le tableau 7" on remplace chaque entrée
i € {1,...,n} par lentier p;,. Apres cette opération, il est possible que les lignes
du tableau ne soient plus croissantes, dans ce cas on remet simplement les entrées

de chaque ligne dans I'ordre croissant. Le tableau lignes-standard ainsi obtenu est
alors noté pxT".

Ezemple. Soit p = ((2,3),(2,4),(1,4),(1,5),(0,5)). La suite p = (3,4,2,5,1) est

alors construite. On transforme par exemple :

. 12]415 4151 11415 ,
T = ~ ~ =pxT".
113 312 213

On prouve au cours de :

9.3.2. PROPOSITION

Soit T € T(Y) standard. Les points fizes du tore contenus dans l’ensemble
B;, ;- sont exactement les drapeauz Fpurr, pour T" parcourant l'ensemble T'(T') des
tableauz lignes-standards de rectification standard T

Décomposition cellulaire de la fibre de Springer adaptée a la partition
en sous-ensembles (B, ;)rer(y)-

Voyons maintenant que chaque ensemble BZT admet une décomposition cel-
lulaire filtrante paramétrée par les éléments de 'ensemble 77(T'), dont la codi-
mension des cellules est donnée par le nombre d’inversions [ du chapitre 8. A
p € R, fixé, la réunion des décompositions cellulaires des ensembles Bp forme
une décomposition cellulaire filtrante de la fibre de Springer B,. On a en effet
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9.4. THEOREME

Supposons Y =Y (u). Fizons une suite p = (p;, pi)1<i<n € Rn qui définit une
partition de la fibre de Springer B, en sous-ensembles BZ’T, pour T parcourant
T(Y), l’ensemble des tableauzr standards de forme Y. La fibre de Springer B,
admet une décomposition cellulaire filtrante en cellules C(T"), pour T" parcourant
T'(Y), lensemble des tableauz lignes-standards de forme Y, telle que :
(a) Soit T' € T'(Y) lignes-standard. La cellule C?(T") C B, a codimension I(T").
(b) Soit T" € T'(Y'). Le point fize F,ur est contenu dans la cellule CE(T").
(c) Soit T € T(Y) standard. On a

B, = || cur)
T'eT/(T)
ot la réunion est prise sur l’ensemble des tableaux lignes-standards de rectification
standard T.

De ce théoreme il résulte une égalité en cohomologie, a T fixé, entre les en-
sembles B et BZI. Ces ensembles sont-ils liés par une équivalence plus forte ?
Nous n’avons pas approfondi cette question.

Le preuve de ce théoréme intervient dans §9.8f On conclut cette partie d’expo-
sition des résultats par une derniere observation.

9.5. Une famille de composantes irréductibles non singulieres de B,

Soit T™in = Tin Pélément minimal de 7 (V) pour la relation de dominance (cf.
§4.2.3)). D’apres le point (c¢) du théoreme , il suit que la composante irréductible
K?..i coincide avec I'ensemble localement fermé B pmin, POUr tout p € R,,. Par
conséquent la composante K7, .. est non-singulére pour tout p € R,. D’apres le
théoreme[9.4|elle admet une décomposition en cellules parametrée par les tableaux
lignes-standards 7" € 7'(T™"), dont la codimension des cellules est donnée par
le nombre d’inversions [. D’apres la proposition les nombres de Betti de la

composante K’ .. sont connus, et ne dépendent pas de p.
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DEMONSTRATION DES RESULTATS ENONCES

Nous montrons tout d’abord une partie du théoreme [9.2| (le point (b) et le fait
que les ensembles BZJ, sont localement fermés) et la proposition en utilisant
certaines propri¢tés des endomorphismes quotients wy, /v;.

Puis les autres assertions du théoréme [0.2] et le théoréme [0.4] seront montrés
conjointement.

9.6. Propriétés des endomorphismes quotients vy, /v,

Soit un drapeau u-stable F = (Vj, ..., V,,) € B,. Comme nous l’avons vu, pour
deux entiers 7,7 € {0,...,n} vérifiant i < j, on peut considérer I’endomorphisme
quotient

upv i = Vi/ Vi = Vi/Vi
et le diagramme de Young Y (ujy, sv;) qui lui est associé. Nous étudions I'appli-
cation qui, au drapeau F, associe le diagramme Y (ujv;v;).

Tout d’abord nous prouvons une propriété de semi-continuité de cette applica-
tion. De cette propriété nous pourrons déduire que les sous-ensembles BZ,T C B,
sont localement fermés ainsi qu'une démonstration du point (c) du théoréme[9.2]

Puis nous décrirons le diagramme Y (uy,/v;) dans le cas ou le drapeau F est
le point fixe Fp associé a un tableau lignes-standard. Nous en déduirons une
démonstration de la proposition 9.3.2]

Nous prouvons tout d’abord le résultat suivant.

9.6.1. PROPOSITION
Soient deux entiers i,j € {0,...n} vérifiant i < j. Pour tout ¢ >0 et ¢ > 0, le
sous-ensemble

Fiige= {.7: = (Vo,...Va) € By : rangufy, y, < c}

est fermé dans B,,.

On utilise une autre écriture de I'ensemble Fj/; . :

9.6.2. Affirmation
(Mémes notations.) On a ’égalité :

Fijige ={F = (W,..V,) € B, : dim (V; +u1(V})) < c+i} .

Démonstration de affirmation. 11 suffit de montrer I’affirmation pour ¢ = 1. On
retrouve le cas général en faisant jouer a u? le role de wu.
Soit F = (Vo, ..., V) € By. L'espace Imuyy, v, est I'image du morphisme com-
posé
Uy, .
Vi =S ViV S
Le noyau de ce dernier est espace V; Nu~!(V;). Par le théoréme du rang, il suit

rang uyy, v, = j — dim V; nu™'(V;).
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L’application linéaire
Vi nu (V) = u(V) N Vi, 0o (o)

est surjective et son noyau est V; N ker u. Il résulte :

dimV;Nnu Y (V;) = dimV; Nkeru + dimu(V;) NV,
= dimker ujy, +dimu(V;) + i — dim (V; +u(V}))
= j+i—dim(V; +u(V}))

en appliquant le théoreme du rang a I'endomorphisme wy, : V; — V. D’ou :
rang uyy, v, = dim (V; +u(V;)) — i.

L’affirmation découle facilement de cette égalité. O

Démonstration de la proposition. Un drapeau complet Fy € B étant fixé, 'appli-
cation naturelle GL(V') — B, g — g.Fy est un fibré vectoriel. La variété drapeau
admet un recouvrement par des ouverts trivialisants. Il suffit de montrer que
I'intersection Fj/; 4. M€Y est fermée dans €2, pour tout ouvert trivialisant {2 C B.

Soit 2 C B un tel ouvert. Il existe une immersion ouverte 2 — V", faisant cor-
respondre a un drapeau F = (Vg, ..., V;,) € Q une base (e1(F), ..., e,(F)) adaptée a
ce drapeau (i.e. V; = (e1(F),...,e;(F)) pour tout 7). D’apres §9.6.2] Dintersection

Fj/iqc N est I'ensemble des drapeaux F € () tels que

rang {e1(F),...,e;(F),ul(ej(F)),....,ul(e;(F))} < c+i.

Si I'on reporte dans une matrice les coordonnées des vecteurs de cette famille dans
une base de V', cette propriété de majoration du rang se traduit par I’annulation
des mineurs de taille ¢ + 4 + 1. L’intersection Fj N €2 est donc fermée dans (2.
La preuve est complete. O

/i,q,¢

On déduit de la proposition une partie de la démonstration du point (a)
du théoreme [0.21

9.6.3. Démonstration du fail que les ensembles By, sont localement fermés

Pour un entier ¢ > 1, le rang de I'endomorphisme u|qvj v, est le nombre de
cases dans les ¢ premieres colonnes du diagramme Y (v, v;). L’ensemble BZT
s’obtient donc comme une intersection finie de certains ensembles Fj/; . et de
certains complémentaires de ces ensembles. Il résulte de la proposition précédente
que B;, ;- est localement fermé dans B, pour tout p € R, et T' € 7(Y). O

En outre, on obtient cette seconde version de la proposition [9.6.1] :
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9.6.4. PROPOSITION
Soient deux entiers i,j € {0,..n} vérifiant i < j. Posons j' = j — i. Soil
Y, € Y un diagramme de Young a j' cases. L’ensemble

Fj/i,Ya = {JT = (%, Vn) S Bu : Y(U|VJ/VZ) j Y;;}

est une partie fermée de B,,.

On déduit :

9.6.5. Démonstration du point (c) du théoréme[9.9
La démonstration découle facilement de la proposition [0.6.4 O

Nous déterminons Y (ujy,,v;) dans le cas ol le drapeau F € B, est fixé par le
tore, autrement dit F = Fp, pour un certain tableau 7" € 77(Y"). Construisons
d’abord, d’apres 7", des diagrammes de Young Y /;(1").

9.6.6. Les diagrammes de Young Y;,;(T")

Soit 7" € T'(Y) lignes-standard et soient deux entiers i,j € {0,...,n} vérifiant
1 < j. Soit Tl’] /i le sous-tableau obtenu d’apres T’ en retirant les entrées 1, ...,4, j +
1,...,n. Notons mgj/ g > ... 2> mgj /D les longueurs des lignes (mises dans I'ordre
décroissant) de ce sous-tableau T7; ;. On définit Yj/;(1") comme le diagramme de

Young dont les lignes ont longueurs mgj/i), e m/".
Ezxemple. Supposons
21416
T'=|1]3|7
518
On obtient alors
Yau(T') =

Notons Fr» = (Vp, ..., V). Les cases de Y de numéros i+1, ..., j dans 7" induisent
une base de Jordan de I'endomorphisme quotient wy, ;. On en déduit I'énoncé
suivant.

9.6.7. LEMME
Soit T" € T'(Y) lignes-standard. Soit Fr = (Vo, ..., V,,) le point fize du tore
associé au tableauw T". On a Uégalité Y (uy,v,) = Y;(T").

Nous prouvons maintenant la proposition [9.3.2]
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9.6.8. Démonstration de la proposition [9.3.3.

Observons que le nombre d’entrées j de la p-eme ligne de T telles que 1 < j < ¢
égale le nombre d’entrées j de la p-éme ligne du tableau transformé p x T" telles
que p; +1 < j < pf. Par définition du diagramme Y, (px T"), il suit I'égalité

ng/pi(p*T’) =Y,(T") Vi € {0,...,n}.

Supposons 17" € 7(T). On a alors Y;(T") = Y;(T) pour tout i, d’ott il suit F,.p €
BZ’T. D’autre part 'application T” — pxT" est clairement bijective et les ensembles
BZ’T, pour T parcourant 7 (Y'), realisent une partition de B, . Il suit que les points
fixes du tore contenus dans BZ7T sont exactement les drapeaux F . pour 1" €

T'(T). O

Revenons maintenant en détail sur la discussion de §9.1.3]

9.7. Une dualité parmi les partitions de B, considérées

A toute suite p € R, on associe une suite duale p* € R, telle que les sous-
ensembles B}, . et B}, ;. soient isomorphes pour tout 7.

Soit V* I'espace vectoriel dual de V. L’endomorphisme nilpotent v : V. — V
induit un endomorphisme dual
u i VFP =V A= Aou
nilpotent et qui a méme réduite de Jordan que u, d’ott Y (u*) = Y (u) = Y. A un
sous-espace vectoriel W C V' correspond le sous-espace vectoriel orthogonal
Wh={AeV*: ANw)=0VYwe W}
9.7.1. Suite p* duale de p € R,

Soit une suite p = (p;, p})1<i<n. On pose

*

p=(n— ,027 n = pPi)i<i<n-

Ezemple. Comme dans I'exemple 9.1.2](a), soit p = (p;, p}) la suite définie par
pi = 0 et p; = i pour tout 7 € {1,...,n}. Pour tout 7' € 7(Y') on a alors B = B, .
(cf. exemple [9.1.2/(a)) et Byr = BZTT (cf. exemple [9.1.2/(b)).

On montre maintenant la proposition suivante.

9.7.2. PROPOSITION
(a) L’application

SDZ,T5 BZ,T - BZ:,T
Vo, s Vi) = (V! VD)

est un 1somorphisme de variétés algébriques.
(b) Pour tout T" € T'(T) lignes-standard de rectification standard T, on a l’égalité

szyT(Fp*T’) = fp**T’-
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Démonstration. La démonstration est classique et élémentaire. O

Ezemple. En particulier on obtient BI = B, pour tout T € T(Y), selon les
notations de 'exemple [9.1.2

Présentons enfin 'argumentation qui nous conduira jusqu’a la démonstration

des théoremes [9.2] et [0.41

9.8. Propriétés inductives des ensembles B3 ;-

On fixe une suite p = (p;, p;)1<i<n € Ry. On fixe T € T(Y) standard. Pour
compléter la preuve des théoremes et [9.4], il faut et suffit : d’'une part mon-
trer que l’ensemble BZJ, est lisse, irréductible et de méme dimension que B,,
d’autre part construire une décomposition cellulaire filtrante de BZT paramétrée
par 7'(T'), Pensemble des tableaux lignes-standards de rectification standard T'
(cf. et possédant les propriétés du théoreme. D’apres la proposition , on
peut supposer sans perte de généralité :

(pn—bp;m—l) = (0,71 - 1)'

Le sous-tableau 7j,_;, obtenu d’apres 1" en retirant I'entrée n, a la forme d'un
diagramme de Young. Notons Y ce diagramme de Young.

9.8.1. Morphisme ® : BY . — HL

Soit ‘H,, la variété des hyperplans W C V stables paru. De maniere équivalente
H, est 'ensemble des hyperplans contenant Imu. Soit HZ C H, l'ensemble des
hyperplans u-stables W C V tels que Y (ujw) = Y. 11 est clair que HI est une
sous-variété localement fermée de H,. Le morphisme naturel

P : BZ,T - Hga (%7 e Vn) = Vn-1

est bien défini et il est surjectif : pour s’en convaincre il est suffisant d’observer
que Z(u), le sous-groupe centralisateur de u, agit transitivement sur HZ et que
le morphisme ® est Z(u)-équivariant.

Notre argument repose sur la trivialité locale de ce morphisme.

9.8.2. Notations

Rappelons qu’on a fixé (e;).¢|y|, une base de Jordan de forme Y™ (cf. . On
note zq la case de Y qui porte le numéro n dans le tableau T'. La case zy est donc
un coin de Y. Puis, partant de zy et parcourant le diagramme de bas en haut,
on note 21, 22, ..., 2, la derniere case de chaque ligne rencontrée. Ainsi z, est la
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derniere case de la premiere ligne de Y.

Z+

20

On note Z C {zy,...,2,} le sous-ensemble formé par les cases qui sont dans la
méme colonne que zg. On pose p = #Z. Dot : Z = {2,..., z5-1}. On note
Z* ={zp, ..., zp} les autres cases. On considere les sous-espaces

~F=(e,:xelY|—-(ZUuZt))

- E={e,:2€2)

~Et=(e,:z€Z").
Il est clair qu'un hyperplan W C V est contenu dans H! si et seulement si W D F'
et W 2 E. De cette maniere on obtient que la variété HZ est un ouvert de variété
des hyperplans contenant F. Tl résulte facilement que la variété H. est irréductible
et de dimension p.

On définit certains hyperplans de HZ : pour x € {0,...,p — 1} on note
W, = (e, :x € |Y]|—{z:}).
Pour x € {0, ...,p} on note e[r] = e, le vecteur de la base associé a la case z.

9.8.3. Certains sous-groupes de Z(u)

On rappelle que Z(u) désigne le sous-groupe formé par les automorphismes
g € GL(V) qui commutent avec u. On définit certains sous-groupes de Z(u).
Pour cela observons que le groupe GL(E @ E*) s’injecte naturellement dans Z(u).
En effet un élément g € GL(E @ E™) s’étend de maniere unique en un élément
g € Z(u) qui fixe les vecteurs associés aux cases de Y qui sont situées sous la ligne
contenant zy. Ainsi les quatre sous-groupes de GL(FE @ E™) suivants peuvent étre
assimilés a des sous-groupes de Z(u) :

e On note
U={9g€GL(E®E"): gelx] —elx] € (e[x] : ¥ < k) Vr € {0, ..., p}
le sous-groupe unipotent de GL(E @ E™).
e On note U(Z) 'ensemble des éléments g € U tels que Im (g — idggr) C E.
Soit k € {0,...,p — 1}.
e On note U(r) ensemble des éléments g € U tels que Im (¢ — idger) C k.€[x].

e On note G(k) I'ensemble des éléments g € GL(E & E™) tels que g.e[k] = e[x]
et Im (g — idggp) C k.e[k].
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On a ainsi des isomorphismes de variétés G(k) = AP et U(r) = AP~*.

Enfin pour x € {0,...,p — 1}, Pélément 7, € GL(E & E*) défini par :

T.€[0] = e[x]
Telk ]| =e[k —1] siw' €{1,...k}
T.elr'] = e[K] sik €e{rk+1,..,p}

s’identifie lui aussi & un élément de Z(u).

L’élément 7, € Z(u) ainsi défini est lié au cycle 7, : 7'(T) — 7'(T') introduit
dans comme le montre le lemme suivant. Rappelons que 7,/ (7)) désigne
I'ensemble des tableau 7" € 7'(T') tels que n est a la méme place dans T" et T".

9.8.4. LEMME

Sot T"e T, (T). Ona: 7. Fp =F,, T et 7.Fpr =Fpr, T
Démonstration. La premiere égalité est claire. Observons qu’elle est vérifiée de
maniere plus générale pour 7" € 7'(Y) tel que n est a la méme place dans T et
T'. La seconde égalité découle de la premiere et de I’égalité p* 7, 1" = 7, op*xT",
qui elle-méme découle de la définition du tableau pxT". O

9.8.5. Décomposition cellulaire et recouvrement ouvert de la variété HE
Les groupes U(Z) et G(k) agissent de facon naturelle sur la variété HZ.

x Décomposition cellulaire de HY.
La variété HZ est réunion des U(Z)-orbites des éléments W, pour k € {0, ..., p—
1}. Soit C, = U(Z).W,,. L’application

Uk) — Cy, g+ gW,

est un isomorphisme. Il suit : C, = AP7". On obtient ainsi une décomposition
cellulaire filtrante de HI. La cellule Cj est ouverte.

* Recouvrement ouvert.
L’application
T
G(k) = H,, g— gW,
est une immersion ouverte. On note O, son image. On a ainsi l'isomorphisme

O, = AP,

9.8.6. Trivialité locale du morphisme ®

Onnote V =Wy, u=uw, Y=Y, T=T,1 et p=(pip))i<n-1
On considere alors le sous-ensemble Bgf de la fibre de Springer B = Bz(V'). On
montre que ® est un fibré de fibre Bg 7 qui trivialise au dessus des ouverts O, et

des cellules C,.. Soit B; — B,, F — F l'inclusion naturelle.
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(A) Trivialité locale.
Pour x € {0,...,p — 1} on a en effet un isomorphisme

EK:G(/@)XB;? = 0O,
(9. F) — gm.F

tel que =2, = P om,, ou 7, : G(K) X BE? — O, est le morphisme (g, F) — ¢.W,.

u,

(B) Trivialité au dessus des cellules.
Pour x € {0, ...,p — 1} on déduit de (A) un isomorphisme

X, :U(r) x ng, — O 1(C,)
(9. F) — g7.F
qui vérifie Y, = ®om,, o, : U(k) ngf — Cj; est le morphisme (g, F) — ¢.W,.
On montre maintenant les deux théorémes.

9.8.7. Démonstration du théoréme 9.4

On raisonne par récurrence. A Taide de la trivialité locale, on obtient que Bu T
admet un recouvrement par des ouverts lisses, irréductibles, de méme dimension
que B, et d’intersection non-vide. Cet argument complete la démonstration du
théoreme. O

9.8.8. Démonstration du théoréme

On raisonne par récurrence. Par hypothese de récurrence, la variété B? o7 admet

une decomp051t10n en cellules qui vérifie propriétés du théoreme. Les cellules de
Bgf sont notées C(T” ), elles sont paramétrées par les éléments de 'ensemble

T'(T). Rappelons que la fonction T/, (T') — T’(T) T" — T"/1 | est bijective

Soit 7" e T'(T'). On a T" = 71, ,, 7" avec T" € T, _, (cf. § . On pose :
CHT") = X, (C(U (k) m_l) >.

Les cellules obtenues forment une décomposition cellulaire filtrante de B ;.. Par
récurrence, on a l’égalité

dim C2(T") = dim Bz — [(T") + p — k.
D’apres la définition de la longueur [ et le théoreme [4.5.1] il suit :
codim C?(T") = dim B,,.

Enfin le fait que le drapeau F,.p est contenu dans la cellule C?(T”) découle
facilement du lemme [0.8.41

La démonstration est complete. O
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Chapitre 10 . LIEN ENTRE LES DIFFERENTES PARAMETRISATIONS

Dans le chapitre précédent, nous avons construit une présenté différentes para-
métrisations des composantes irréductibles de la fibre de Springer B,. Notons
Y = Y(u). Une composantes de B, s’obtient d’une part comme la fermeture
KT de BI pour un certain T € T(Y) (cf. et d’autre part, pour p € R,
comme la fermeture K§ de By ¢ pour un certain S € T(Y) (cf. . A Taide

des résultats de M. van Leeuwen (cf. [[28]) nous décrivons les couples (7,.5) de
tableaux standards tels que K7 = K%.

10.1. Un retour sur la combinatoire des tableaux de Young : tableaux
gauches et jeu de Taquin

On rappelle en premier lieu les notions de diagramme et tableau gauches. Le
livre de W. Fulton [4] pourra étre consulté pour plus de détails.

10.1.1. Diagrammes gauches

Un diagramme de Young gauche s’obtient a partir d'un diagramme de Young
Y’ en retirant les cases d’un sous-diagramme Y C Y. Notons =, I'ensemble des
diagrammes gauches contenant m cases.

Ezxemple. Supposons

Y: Y,: et 5:

- a _

On aainsi Y C Y’ et € s’obtient d’apres Y’ en retirant les cases du sous-diagramme
Y. Dou: £ € Zy.

La donnée d'un diagramme gauche £ n’est pas équivalente a la donnée d'un
couple de diagrammes de Young (YY) vérifiant Y C Y’. En effet I'écriture
¢ =Y’ —Y n’est pas unique, comme le montrent I’exemple suivant.

0 o YUor

En revanche il y a un choix minimal de Y et Y’ que nous décrivons maintenant.
On appelle coin d’'un diagramme de Young une case sans voisine de droite ou
du dessous. Il existe un unique couple de diagrammes de Young (Y,Y”) tels que
E=Y' =Y et qui vérifient :

— le diagramme Y’ a méme hauteur et méme largeur que &,

— les diagrammes Y et Y’ n’ont pas de coin en commun.
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Une case de Y est alors appelée case intérieure de £&. Un coin de Y est appelé coin
intérieur de £ tandis qu’un coin de Y est appelé coin extérieur de &.

10.1.2. Tableaux gauches

Soit ¢ un diagramme gauche. Un tableau gauche de forme & est une numéro-
tation des cases de ¢ par des entiers telle que :

— chaque ligne est croissante de gauche a droite,

— chaque colonne est strictement croissante de haut en bas.

Exemple. Le tableau

I'= 417

o]

est donc un tableau gauche de forme &, ou £ est le diagramme gauche de 'exemple
précédent.

10.1.3. Jeu de Taquin
Soit £ un diagramme gauche et soit I' un tableau gauche de forme &. A partir
de I' on construit un tableau de Young YT par jeu de Taquin :
Tout d’abord on choisit  un coin intérieur de . La case x est voisine au moins
d’une entrée de I', située a sa droite ou sous elle.
— Si la case = a seulement une entrée voisine dans I', cette derniere est déplacée
dans la case x.

Y

x
+ Y
a ou —
b |

— Si la case x est voisine de deux entrées de I', une entrée a sous elle et une
entrée b a sa droite, alors on déplace a ou b vers la case x, suivant que a,b
vérifient a < bou b < a.

Y xz|b Y a0
T ou
a a

Dans tous les cas une entrée de I' a été déplacée vers la case x. Si I'entrée en
question était située dans un coin extérieur de &, alors on a formé un autre tableau
gauche. Sinon, un trou a apparu dans le nouveau tableau. Ce trou a a sa droite
et/ou sous lui une ou deux entrées de I'. On comble ce trou en y déplacant I'une
ou l'autre entrée suivant la regle énoncée ci-dessus. Et ainsi de suite. A la fin
on déplace une entrée d’'un coin extérieur de £ et on obtient un nouveau tableau
gauche (sans trou). Ce nouveau tableau a strictement moins de cases intérieures
que I'. En menant cette opération autant de fois que nécessaire, on finit par obtenir
un tableau gauche sans aucune case intérieure, donc un tableau de Young. Ce
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tableau final est noté YT'. Il ne dépend pas du choix du coin intérieur que 1'on
comble en premier a chaque étape de la construction.

Exemple. Considérons le tableau gauche suivant :

5
I'= 417

o]

Par jeu de Taquin, on obtient par exemple cette suite de tableaux gauches :

415

I' ~ 7 ~ ~ =T,

E 67 67

Le tableau I' a deux coins intérieurs. On a choisi de combler I'un tout d’abord. La
suite aurait été différente si on avait opté pour l'autre mais le tableau final serait
resté le méme.

La propriété suivante est élémentaire.

10.1.4. LEMME

Soit " un tableau gauche et soit I'" un sous-tableau de I'. La diagramme de Young
dont le tableau de Young YT a la forme est un sous-diagramme du diagramme de
Young pareillement associé a Y T.

10.2. Théoreme de van Leeuwen

Dans , nous avons décrit le diagramme Y (uy,)v;) associé a 'endomor-
phisme quotient uy, /v; : V;/Vi — V;/V; dans le cas ou V; C V; sont deux termes
du drapeau Fpr = (Vp,...,V,,) pour T € T'(Y) (cf. §4.6). Dans [[28] M. van
Leeuwen décrit le diagramme Y (ujy,/v;) lorsque le drapeau F = (Vg, ..., V,) est
un élément générique d’une composante irréductible K7 C B,, pour T € T (Y)
standard.

10.2.1. Diagrammes de Young Y]% associés a un tableau standard T

Soit T" € T(Y) un tableau standard. Soient 7,5 € {0,...,n} vérifiant i < j.
Notons Tj;/; le sous-tableau de T" constitué des cases de numéros 7 + 1,..., 5. Ce
sous-tableau est un tableau gauche et on construit a partir de 7};/; un tableau de
Young YTU si par jeu de Taquin. Le tableau YTU si ala forme d'un diagramme de
Young a j — ¢ cases. Ce diagramme de Young est noté Yj%

Exemple. Supposons :

~
I
’@[\3}—‘
N
N
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On obtient alors Tj7/3 = I', ou I' est le tableau gauche de I'exemple précédent.
D’olt ¥Tj7/3 = ¥'T'. D’apreés 'exemple précédent, on obtient :

Y?% =

Le théoreme de van Leeuwen s’énonce ainsi.

10.2.2. THEOREME (cf. [28]}§3.3)

Soit T € T(Y) un tableau standard. Soient deux entiersi,j € {1,...,n} tels que
i < j. Les drapeaus F = (Vo, ..., V) € KT tels que Y (upy, pv,) = Yf;l forment une
partie dense de la composante irréductible K7 .

10.3. Correspondance entre les différentes paramétrisations des com-
posantes irréductibles de B,

Fixons une suite p = (p;, p)1<i<n € Ry,. Pour T € T (Y') standard, décrivons le
tableau T” tel que les composantes K7 (cf. §4.7.2) et K%, (cf. §9.2.1)) coincident.

10.3.1. Définition de la transformation T(Y) — T(Y), T+ T°
Soit T' € 7 (Y') standard. On pose Yy = 0. Pour i € {1,...,n} soit ¥; = V7, - (cf.
§10.2.1)). La suite de diagrammes de Young (Yy, ..., ;) est croissante (cf. §10.1.4)),

elle définit un tableau standard (cf. §4.2.2)). Ce tableau est noté 7%,

Du théoreme [10.2.2] il découle alors :

10.3.2. PROPOSITION

Soit p = (pi, pl) € Ry. Soit T € T(Y) standard. La composante irréductible
KT C B, définie comme la fermeture du sous-ensemble BL coincide avec la com-
posante K7, C B, définie comme l'adhérence de By, 1, .

Ezemple. Soit p = ((4,5),(3,5),(2,5),(1,5),(0,5), (0,6)). Supposons

ot
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On obtient :
115
216
" ] >
3
D 4
i, Yo Yo, Y Yy Yo 1v

Remarque. Dans cet exemple, on a trouvé TP = T™" on 7™ désigne le tableau
standard de forme Y minimal pour la relation de dominance entre tableaux stan-
dards (c. D’apres la proposition précédente, on obtient K7 = KP i
D’apres §9.5la composante KT est nonsinguliere.

10.3.3. Calcul pratique du tableau T?

Soit p € R, et soit T' € T (Y) standard. Considérons p = (pi, ..., pn) la suite
d’indices de §9.3.1 On présente une maniere pratique de construire le tableau 7,
a partir de T' en retirant successivement les numéros p,, ..., pi.

— D’abord on pose T'(0) =T

— Apres la (i — 1)-eme étape on a construit un tableau de Young T'(i — 1)

d’entrées pi, ..., Pnis1. A la i-éme étape on retire le numéro p,_; 11 du ta-
bleau T'(i — 1). Observons que p,_;;+1 est soit maximal, soit minimal parmi
D1y -y Pr_ir1. Donc le tableau ainsi-obtenu est soit un tableau de Young, soit
un tableau gauche. Dans le premier cas le tableau est noté 7'(i). Dans le
second cas on note T'(i) sa rectification par jeu de Taquin.
Les formes des tableaux T'(0),...,7(n) forment une suite décroissante de dia-
grammes de Young, qui définit un tableau standard. Ce dernier est précisément
le tableau 7 cherché.

Ezemple. Soit p = ((3,4),(2,4),(2,5),(1,5),(1,6),(0,6)). On obtient donc p =
(4,3,5,2,6,1). Supposons
T

6

N
I
’»PCO H‘

On retire successivement les entrées 1, 6, 2, 5, 3, 4 et on obtient

12051 [2]5] 215
316 36| |3 315

4 4] 4 4] 0
7(0) (1) T(2) TE) TME)  T((B)  T(6)
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D’ou on trouve :

N
hS)
I
’»Jkl\ab—
ot

10.3.4. La transformation inverse T — PT

Soit p € R, et soit T € T(Y) standard. Considérons de nouveau la suite
d’indices p = (p1, ..., pn) associée & p au sens de §9.3.1] On construit une suite
de tableaux 7T'(1),...,7(n) en insérant successivement les entrées pi, ..., p, dans
le tableau vide. Rappelons que Y;(T') désigne le diagramme de Young qui est la
forme du sous-tableau Tj;.

— D’abord on pose T'(0) = 0.

— Apres la (i — 1)-eme étape on a construit un tableau de Young T'(i — 1)
d’entrées py, ..., p; et de forme Y;_1(T'). Le diagramme de Young Y;(7") s’ob-
tient d’apres Y;_1(T) en ajoutant une case z. A Tétape i le but est d’insérer
I'entrée p; dans le tableau T'(i — 1) de telle sorte que Y;(T) soit la forme
du nouveau tableau. Deux cas sont a considérer, selon que p; est maximal
ou minimal parmi pi, ..., p;. Dans le premier cas on insere l'entrée p; dans la
case x et on note T'(7) le tableau obtenu. Dans le second cas, la case z est
voisine d’une ou deux entrées de 7'(i — 1). Si x n’a qu’une entrée voisine dans
T(i — 1), alors on déplace celle-ci vers z. Si la case x a une entrée a voisine
a sa gauche et une entrée b voisine du dessus, alors on déplace a ou b vers la
case x, suivant qu’on a a > b ou a < b. Ainsi on obtient un tableau avec un
trou que l'on comble de la méme maniere en considérant ses entrées voisines
de gauche et du dessus. Ainsi de suite, jusqu’a ce que le trou soit situé dans
le coin en haut a gauche du tableau. Alors on met I'entrée p; dans cette case
devenue libre et on note 7'(7) le tableau ainsi-obtenu.

Enfin on pose ?T" = T'(n).

On obtient ainsi une application 7(Y) — 7(Y), T +— *T.

Ezemple. Soit p = ((3,4),(2,4),(2,5),(2,6),(1,6),(0,6)). On obtient ainsi p =
(4,3,5,6,2,1). Supposons

Y = et T =T""=

W
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On construit successivement :

31 [23] [1]3
P 2] 4
5| 5] 5
0 6| 6] 6
TO) T() T(2) T(4)  T(G)  T(6)

D’ou finalement T = T'(6).
On prouve maintenant :

10.3.5. PROPOSITION

Soit une suite p € R,,. Les applications T +— T? et T +— PT sont inverses l'une
de lautre. Les composantes irréductibles K'T et Kf. de la fibre de Springer B,
coincident.

Démonstration. La seconde assertion est conséquence de la premiere, en vertu
de la proposition Soit T' € T(Y). Soient T'(0),7(1),...,T(n) les tableaux
successifs obtenus suivant la construction de §10.3.3f Dot : T'(0) = T et T'(n) =
T*. Soient T7(0),77(1),...,77(n) les tableaux successifs obtenus par la construction
de a partir tableau 7%. Dot : T°(0) = T* et T?(n) = #(T*). Par définition
de T?, pour tout ¢ € {0,...,n}, les tableaux T'(n — 4) et T”(i) ont méme forme
Y;(T?) et mémes entrées py, ..., pi-

On montre T'(n—1i) = T”(i) pour tout i € {0,...,n}. On raisonne par induction
sur ¢. [L’égalité est immédiate pour ¢ = 0. Supposons ’égalité vraie pour i —1 > 0.

Dans le cas ou p; est maximal parmi pi, ..., p;, les tableaux T'(n — i + 1) et
T?(i—1) coincident et sont obtenus respectivement a partir des tableaux T'(n — )
et T”(7), en retirant 'entrée p;. Comme les tableaux T'(n — i) et T”(i) ont méme
forme et mémes entrées, il suit T'(n — i) = T°(7).

Dans le cas ol p; est maximal parmi py, ..., p;, le tableau T'(n —i+ 1) est obtenu
d’aprés T'(n — i) en retirant d’abord l'entrée p; puis par du jeu de Taquin. Par
construction le tableau T7(i — 1) s’obtient pareillement d’apres T7(i) : d’abord en
retirant I'entrée p; puis par du jeu de Taquin. Comme les tableaux T'(n — i) et
T*(i) ont méme forme et mémes entrées, il suit T'(n — i) = T”(i) par injectivité
du jeu de Taquin dans ce cadre.

On a prouvé T'(n — i) = T*(i) pour tout i. Pour i = n on obtient T" = #(T*).
On montre de méme 7" = (°T)°. O

Remarque. Dans l'exemple précédent on a calculé S = (T™in). D’apres la pro-
position on a K% = K7™ = Kf .. D’apres , la composante K* est non-
singuliere.
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10.4. Quelques remarques a propos du cas ou Y (u) a deux colonnes

On termine cette section par quelques observations. On s’intéresse au cas “deux-
colonnes” : le diagramme de Young Y = Y (u) a (au plus) deux colonnes de
hauteurs respectives r et 7.

Rappelons que, si I" est un tableau gauche, alors on note YT sa rectification par
jeu de Taquin. Etudions la rectification par jeu de Taquin d’un tableau gauche a
deux colonnes.

10.4.1. LEMME

Soit I' un tableau gauche a deux colonnes. Soient a1 < ... < a, les entrées de
sa premiére colonne et soient by < ... < by les entrées de sa seconde colonne.
Soit T € {0, ..., 7} mazimal tel qu’il existe des indices j; < ... < jz tels qu’on ait
ap, < b;, pour tout p € {1,...,7}. On choisit les indices j, < ... < jz minimaux
parmi ceux qui possédent cette propriété. Le tableau de Young YT' obtenu d’aprés
I’ par jeu de Taquin est le tableau a deux colonnes, d’entrées ay,...,ar, by, ..., b

et dont bj,,...,b;. sont les entrées de la seconde colonne.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre de cases du tableau
['.Si7t=0oux =0, la propriété est clairement vraie. Dans le cas général on
suppose ™ > 1 et 7’ > 1. On distingue deux cas :

(1) Supposons b; < a;.
Le sous-tableau I" = I' — {b; } est un tableau gauche dont tous les numéros sont
strictement supérieurs a by :

s

Par récurrence on obtient Co(*I") = {bj,, ..., b;.}. Ainsi ' T est la rectification par
jeu de Taquin du tableau gauche suivant :

by
* bj1 )
F// .
o YIV
X bjﬁ
* J
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Comme by est strictement inférieur a toutes les entrées de I", il suit :

b1 | by

* | bj,
YT —

* | b

*

Ainsi CQ(YF) = {bj17 cery bj%}.

(2) Supposons a; < by.
En particulier on a j; = 1. Considérons le sous-tableau I" =T — {a;,b;} :

b1
r— ay | by
T
Qr
On obtient facilement :
ay | by
Yp—| v

Par récurrence on a Co(¥T) = {bj,, ..., b }. Il résulte : Co(*T) = {b;,, ..., bj. }.

La démonstration est complete. O

10.4.2. Un tableau lignes-standard particulier T € T'(T).

A T € T(Y) standard on associe un tableau lignes-standard T € T'(T) de
la maniere suivante. Soient a; < ... < a, les entrées de la premiere colonne de
T et soient by < ... < by les entrées de sa seconde colonne. On choisit 7 indices
i1, ..., de la maniere suivante : Tout d’abord on choisit i1 € {1, ...,r} maximal
tel que a;, < by. Puis 4y, ..., 1,1 ayant été choisis, soit i, € {1, ...,7} —{i1, ..., ip—1}
maximal tel que a;, < b,.
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Soient a} < ... < al._; les éléments de I’ensemble {ay, ..., a,} —{a;, ..., a;. } dans
l'ordre croissant. On définit 77, comme le tableau lignes-standard :

Clil b1
, (7 bf
TT —
ay
al_.
Exemple. On obtient par exemple :
1]2 112
315 , 415
417 67
6 3

Rappelons que les sous-ensembles B” ., C B, sont denses dans la composante
KT pour tout p € R, (cf. proposition [10.3.2)). Le drapeau F;, associé au tableau
lignes-standard 77 (cf. §4.6)) possede la propriété remarquable d’étre contenu dans
chacun :

10.4.3. PROPOSITION
Supposons que le diagramme Y =Y (u) a deuz colonnes. Soit T € T(Y) stan-
dard. On a Fry. € By, 1, pour toute suite p € R,,.

Rappelons que les diagrammes de Young Y/ (17) et Y;Ti ont été introduits
respectivement dans §9.6.6| et §10.2.1} D’apres le lemme w et les définitions de
T? et BZ}T,J, la proposition découle de I'affirmation suivante :

10.4.4. Affirmation
On a l'égalité Yj/;(Ty) = Y,

oy pour tous 4, j € {0,...,n} vérifiant i < j.

Démonstration de affirmation. Soient a; < ... < a, (resp. by < ... < by) les
entrées de la premiere (resp. seconde) colonne de T'. Soient ag1, ..., Gx, b/ 11, -, Dps
les entrées de T' contenues dans U'intervalle entier {i+1, ..., j}. Notons 7 la hauteur

de la seconde colonne du diagramme Y]% et 7' la hauteur de la seconde colonne

du diagramme Yj;(T7).
Par définition de Yj/;(Ty), il existe des entrées ay, ...,az parmi asi1,...,ar et

by < ... < bp parmi bsiq, ..., b, telles que a, < b, pour tout p € {1,...,7'}. On
déduit as4, < b, pour tout p. D’apres le lemme [10.4.1} on obtient 7T > 7.
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Le lemme montre d’autre part qu’il existe des indices 0’ + 1 < j; <
.. < jz < ' tels que a, < b;, pour tout p € {1,...,7}. Soit (iy,...,iz) la suite
d’indices définie dans §10.4.2] Par définition de cette suite, l'indice i;, est tel que
a;;, < bj, et i;, est maximal parmi {1,..,r} = {i1,...,45,-1} pour cette propriété.
Sia, < a;; , alors on pose a, = a;; et b, = b;,. Si au contraire a, > a;; , alors on
ap > ij, et il existe k € {1,..., j, — 1} tel que p = ¢,.. On pose alors a, = a, et

b, = b,.. Dans les deux cas on a formé un couple (a,, b,) d’entrées contenues dans
la méme ligne de 77 et telles que

i< ap<a,<b,<b, <j.
De plus dans cette derniere relation, la deuxieme ou I’avant-derniere inégalité est
une égalité. Il suit que les couples (a,, l;;)), pour p parcourant {6 + 1,...,7}, sont
deux-a-deux distincts. Chaque couple (a,, li,) induit une ligne de longueur 2 dans
le diagramme Yj/;(T7). Il suit : 7 < 7.
On obtient finalement 7 = 7', donc Yj,;(T7) = Y]% La démonstration est
complete. O

Remarques.

(a) En utilisant cette propriété et le point (c) du théoreme [9.2) on obtient une
autre preuve de la proposition , spécifique au cas ou Y'(u) a deux colonnes.
(b) Si Y a plus de deux colonnes, pour une suite p € R,, donnée, les ensembles
Bf et BQT,J n’ont pas toujours un point fixe en commun. Supposons par exemple

11214
3

Soit p = ((3,4),(2,4),(1,4),(0,4)). On a T? = T et B} 1, = Byr (cf. exemple
9.1.2). L’ensemble B] contient un unique point fixe et I'ensemble B} ;, ne le
contient pas.

T =
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Chapitre 11 . APPLICATION AU CALCUL DES NOMBRES DE BETTI
DE LA FIBRE DE SPRINGER
ET DE CERTAINES DE SES COMPOSANTES

On suppose dans cette section £ = C. On note N = dim¢ B,,. Le nombre N est
connu d’apres la proposition m Pour m € {0, ..., N} on définit le nombre de
Betti :

b = dim H*"(B,, Q).

Dans cette section on déduit des résultats précédents un moyen de calculer les
nombres b,,.

11.1. Calcul des dimensions des espaces de cohomologie a support com-
pact des variétés B; ;

Fixons T' € 7(Y) standard. Rappelons que 7'(T") désigne ’ensemble des ta-
bleaux lignes-standard 7" € 7'(Y) de rectification standard 7" = T' au sens de
. Rappelons que la fonction [ : 7'(Y) — N a été définie dans le chapitre 8.

Pour m € {1,..., N}, on définit

T .72
bm - dlchm(BZ/I)
D’apres le théoréme [9.4] et la proposition [1.4.1] on obtient :

11.1.1. PROPOSITION
Pour m € {0,..., N}, on a U’égalité

bl =4{T' e T'(T) : (T') = N —m}.

Traduisons la formule définissant b2 d’une fagon plus pratique.

Soit ¢ € {1,...,n}. Rappelons que T}; désigne le tableau obtenu d’apres 1" en
retirant les entrées i+1, ..., n. On note p; le numéro de la colonne de T" qui contient
1 et p; le nombre de lignes de T}; de longueur p;.

La proposition et le théoreme impliquent le résultat suivant :

11.1.2. PROPOSITION
Soit p € R,,. Soit m € {0,...,N}. On a l’égalité

blj\}—m = #{("117 "'7’%71) YIS {07 7@ - 1}7 K1+ ... + Ky = m} .

Posons
N
X"(@) == b ™
m=0

Pour x € N on note [z], := 1+ ¢+ ... + ¢° . D’apres la proposition {11.1.2} on
obtient :
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11.1.3. PROPOSITION
On a l’égalité :

Ezxemple. Soient

~
I
o
~
I
]m o | =
S

Onapy=p3=1etpp=ps=ps =2 Dou:
XT(q) = [2]q3:q3—|—3q2+3q+1.

Il suit :
vi=bl =10 =0 =3 v} =0.

11.1.4. Application au calcul des nombres de Betti de certaines composantes irré-
ductibles de B,

Soit 7™ le tableau standard de forme Y qui est minimal pour la relation de

dominance (cf. §4.2.3)).

Soit p € R,. Comme on ’a vu dans , le sous-ensemble BZ rmin C By est

fermé et coincide avec la composante irréductible K7, ... Ainsi on obtient pour
tout m € {0,..., N} :
dim H*™(K?,

Tmin )

Q) = dim H>™(B’

u,

Tmin
Tmin7 Q) = bm .

Ezemples. (a) Supposons

Y = et TM" =

W | DN | =
[@p)

W~

On obtient :
X" (q) = [21,°.[3]4-[4], = ¢" +4¢° +8¢° + 11¢* + 11¢° + 8¢> + 4q + 1.
11 suit :

Tmin o Tmin o Tmin - Tmin o Tmin o Tmin . Tmin o Tmin o
BT = p =1 BT =T = BT =M =8 BT = T = 1L
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(b) Soit T I'un des deux tableaux

et

[ B I O .
W

1
316
4

6 3

D’apres les exemples [10.3.1] et [10.3.4} il existe p € R, tel que T = T*. Ainsi la
composante irréductible K7 coincide avec ’ensemble B” La composante KT

u7Tmin'
est donc non-singuliére et on a pour m € {0,...,7} :

dim H>™(K”,Q) = b7

11.2. Calcul des nombres de Betti de la fibre de Springer

La proposition suivante découle du théoreme [9.4] en utilisant la proposition

L41

11.2.1. PROPOSITION
Pour m € {0,..., N}, on a

bnem =F#{T € T'(Y) : (T") = m}.

On a pour tout m € {0, ..., N} I’égalité suivante :
bvm = > by .
TeT(Y)

Cette égalité permet d’appliquer les techniques de calcul des nombres bl pré-
sentées ci-dessus au calcul des nombres de Betti b,,, comme l'illustre I’exemple
suivant.

Exemple. Soit Y le diagramme de Young

Le diagramme Y a N = 4 cases. Les tableaux standards de forme Y sont les cinq
tableaux suivants :

114 113 113 112 112
Th=|2|5| Toa=|2|5| T5=|24| T4=|3|5| T5=|34
3 4 5 4 5
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On trouve :

XNq) = ¢4 +3¢3 +4¢ +3¢ +1
X)) = ¢ +3¢ +3¢ +g¢

XBla) = ¢ +2¢¢ +¢

X)) = ¢ +2¢ +¢

x®q) = ¢ +¢

donc by=5 b3=11 b=9 byj=4 by=1

11.3. Calcul inductif des nombres de Betti de la fibre de Springer
Soit d € {0, ..., N}. On note pour éviter les confusions :
b (Y) := dim H*™(B,, Q)
pour Y = Y (u). Rappelons qu’on note N = dim¢ B,. On pose alors
bin(Y) = by (Y)
pour tout m € {0,..., N}. Par convention by (Y) = 0 pour m ¢ {0,..., N}.
On calcule les nombres b,,(Y") par induction sur Y.

Un coin de Y est une case de Y sans case voisine a sa droite ou en dessous
d’elle. Soit |Y'| C |Y| 'ensemble des coins de Y. Pour tout coin ¢ € |Y'| on note
Y \ ¢ le diagramme de Young obtenu d’apres Y en retirant la case €.

Fixons ¢ € |Y| un coin. Soit ¢ le numéro de la colonne de Y contenant ¢ et soit
p(¢) le nombre de lignes de Y de longueur exactement q.

Soit T' € 7 (Y') standard. La case portant le numéro n dans 7" est un coin de Y.

Pour ¢ € |?| on note 7z(Y") ensemble des tableaux standards T € 7 (V) tels que
le numéro n figure dans la case ¢. On a une bijection naturelle entre I’ensemble
TA(Y') ainsi défini et 7 (Y \ ¢), 'ensemble des tableaux standards de forme Y \ .

_ Draprés la proposition [11.1.2] on déduit le calcul inductif suivant du nombre
b (V).

11.3.1. PROPOSITION
Soit m € {0,...,N}. On a la formule

pe)-1
bn(Y) =D ) bun(Y'\ D).
cefy] #=0

En vertu de la proposition [11.3.1] et comme les exemples suivants 'illustrent,
pour calculer les nombres de Betti de B, il n’est plus nécessaire d’énumérer tous
les tableaux lignes-standards de forme Y = Y'(u), ni méme les tableaux standards
de forme Y (i.e. les suites croissantes de sous-diagrammes de Y'), il est suffisant
d’énumérer simplement les sous-diagrammes de Y.
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Ezemple 1. Supposons

d

On a ainsi |Y| = {¢, d}. En retirant les cases ¢ et d on forme les sous-diagrammes

Y\c= et Y \d=

~

En outre on a p(¢) = 2 et p(d) = 1. On obtient pour tout m :

b (V) = by (Y \ ©) + b1 (Y \ @) + by (Y \ d).

Ezemple 2. On désire calculer les nombres by(Y) pour

Dans ce but, on remplit le tableau 1 en utilisant la proposition [11.3.1}



=Y (u) | dimg By || bo(Y) | 01(Y) | b2(Y) | b3(Y") | ba(Y')
= 0 1 0 0 0 0
= 1 1 1 0 0 0
—— 0 1 0 0 0 0
= 3 1 2 2 1 0
- 1 2 1 0 0 0
T 0 1 0 0 0 0
- 3 3 5 3 1 0
= 2 2 3 1 0 0
- 1 3 1 0 0 0
= 4 5 11 9 4 1
i ——— 2 5 4 1 0 0
= 3 6 9 4 1 0
- 4 16 | 24 | 14 5 1

tableau 1
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Troisieme partie
Points fixes du tore
dans les composantes des fibres de Springer

dans les cas crochet, deux-lignes et deux-colonnes

On caractérise de deux manieres les points fixes du tore contenus dans les
composantes des fibres de Springer dans les cas crochet, deux-lignes et deux-
colonnes.

Cette partie contient cinq chapitres.

Chapitre. 12. OBSERVATIONS PRELIMINAIRES. UN PREMIER CRITERE

Chapitre. 13. POINTS FIXES DES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS CROCHET

Chapitre. 14. POINTS FIXES DES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS DEUX-LIGNES

Chapitre. 15. POINTS FIXES DES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS DEUX-COLONNES

Chapitre. 16. RETOUR SUR LE CAS CROCHET : UN CRITERE
ALGORITHMIQUE

Dans cette partie, on s’intéresse au probleme suivant :

“Soit T € T(Y) standard définissant une composante irréductible KT C B,.
Soit T" € T'(Y) lignes-standard définissant un drapeaw Fp € B, fixé par le tore.

A quelle condition le point five Frr est-il contenu dans la composante KT 27

Dans le chapitre 12, nous observons qu’il s’agit d’'une premiere approche de
I'étude des adhérences des cellules de Shimomura S, (7”). A cette occasion nous
soulignons la prépondérance du drapeau Frs au sein de la cellule S, (7") (lemmes
[12.1.1] et [12.1.2). Nous concluons le chapitre 12 en établissant un premier critere,
I'implication suivante :

Fre KT =Y;(T") Y, Vi,je{0,...n}, i<j

ot les diagrammes de Young Yj/(T") et Y}, ont été introduits dans §9.6.6) et
910.2.1]

Dans le chapitre 13, nous montrons que cette condition est nécessaire et suffi-
sante dans le cas ou le diagramme Y = Y (u) est de type crochet.
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Dans les chapitres 14 et 15, le diagramme Y est supposé respectivement de type
deux-lignes puis deux-colonnes. Etant donné un tableau standard T’ e 7(Y), nous
définissons une notion appelée T-constructibilité : un tableau lignes-standard 7"
est dit T-constructible s’il s’obtient comme terme final d’une suite de n tableaux
construite en insérant successivement les numéros 1,2, ..., n dans un tableau ini-
tialement vide, suivant certaines regles imposées par 1. Puis nous montrons que
les tableaux lignes-standards 7" € 7'(Y) tels que Frv € KT sont exactement les
tableaux T-constructibles, ainsi qu’exactement ceux qui vérifient les relations de
dominance écrites ci-dessus.

Dans le chapitre 16, nous définissons une notion de T-constructibilité dans le
cas crochet également et montrons que cette notion caractérise les points fixes
contenus dans la composante K7 .

UN THEOREME RECAPITULATIF
Au terme de cette partie, nous aurons donc montré le théoreme suivant :

THEOREME. On poseY =Y (u). Soit T € T(Y) un tableau standard et soit T' €
T'(Y) un tableau lignes-standard. Supposons le diagramme de Young Y de type
crochet, deux-lignes ou deux-colonnes. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Le drapeau Fr: est contenu dans la composante KT .

(b) Le tableau T" est T'-constructible.

(¢) On a la relation de dominance Y;;(T') < Y

Ji pour tous i,j € {0,...,n}
vérifiant © < j.
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Chapitre 12 . OBSERVATIONS PRELIMINAIRES.
UN PREMIER CRITERE

12.1. Observations préliminaires relatives a I'importance des points
fixes

La proposition résume certaines propriétés de la décomposition en cellules
de Schubert de la variété drapeau B. Ce résultat a motivé notre recherche dune
décomposition cellulaire de la fibre de Springer B,,, possédant des propriétés sem-
blables. Dans la partie précédente, nous avons présenté des décompositions cellu-
laires de B, obtenues de deux facons :

— La décomposition en cellules de Shimomura (S,(7"))rer vy (cf. |7 n obte-

nues en intersectant la fibre de Springer B, avec les cellules de Schubert de
B.
— Les décompositions cellulaires (C(T"))pervy (p € Ry) (cf. théoreme
en codimension égale au nombre d’inversions [ (cf. [§)).
Toutes ces décompositions cellulaires sont paramétrées par 1’ensemble des ta-
bleaux lignes-standards de forme Y = Y (u).

Cependant les fermetures des cellules de Shimomura ou des cellules C?(T") sont
bien plus complexes que les fermetures des cellules de Schubert. La fermetures
d’'une cellule de Schubert est réunion de cellules de Schubert (cf. [6.4](c)) tandis
que les décompositions cellulaires de B, ne possedent pas cette propriété.

Limitons-nous a considérer les cellules de Shimomura S,(7") C B,. Notons

encore H C GL ) le tore des automorphismes diagonaux dans la base de Jordan
(€x)zely et soit H' = (hy)ierx C H le sous-tore de rang 1 régulier du
lemme [7.1.4] Rappelons qu’a un tableau lignes-standard 7" € 7'(Y’) correspond

un drapeau Fr fixé par le tore (cf. §4.6). La cellule S,(7") s’obtient alors par :
S (T ={F € B, : limy_. hy.F = Fp}

(cf. lemme [7.1.4]).

Soient 7" et T" deux tableaux lignes-standards de forme Y. L’étude de l'inter-
section entre la cellule S,(7") et la fermeture de S, (7") pose un probleme com-
plexe. Le probleme de déterminer si U'intersection S,(7") N S, (T") est seulement
non-vide est lui-méme difficile. Une premiere observation que 'on peut faire est
la suivante.

12.1.1. LEMME
Soient T",T" € T'(Y') lignes-standards. L’intersection S,(T") NS, (T") est non-
vide si et seulement si le point five Fro est contenu dans S, (T").

Démonstration. Supposons 'intersection S, (7") NS, (T") non-vide. Il existe donc
F € Su(T") N S,(T"). L’action du tore H' sur la variété drapeau laisse stable la
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cellule S, (7"), donc son adhérence aussi est stable par H’. On a donc pour tout
tek*: h.F €S, (T"). 1l suit :

FT/ = hmt%oohtf € Su(T”)

L’implication inverse est immédiate. O

Faisons jouer le role de 7" a un tableau standard T'. L’adhérence de la cellule
S.(T) est la composante K7 (cf. remarque [7.2.1). On obtient :

12.1.2. LEMME

Soient T € T(Y) standard et T' € T'(Y) lignes-standard. La cellule S, (T")
rencontre la composante irréductible KT C B, si et seulement si le point fixe Frp
est contenu dans KT

Rappelons qu’on note H' = (hy)ierx le tore du lemme [7.1.4] Dans le cas ou
Frr € KT, on obtient la description suivante de I'intersection S, (7") N K7,

12.1.3. LEMME
Soit T € T(Y) standard et soit T' € T'(Y) lignes-standard tel que Fr» € KT.
Ona:

SUTYNK' ={F € K" : Fpo = lim;_hs. F}.

En particulier lintersection S,(T") N KT est conneze.

Dans la quatrieme partie de cette these, en nous appuyant sur les deux pré-
cédents lemmes et les deux prochains chapitres, nous déterminerons les intersec-
tions entre les cellules S, (7") et les composantes de B, dans les cas crochet et
deux-lignes.

Un premier critére. Soient 7' € 7(Y) standard et 7" € 7'(Y) lignes-standard.
Nous allons établir une condition nécessaire pour que le point fixe Fr soit contenu
dans la composante.

Soit F = (Vp, ..., V4,) un drapeau complet stable par u. Pour tous i, j € {0,...,n}
tels que @ < j, on peut considérer 'endomorphisme quotient wy,v; : V;/V; —
Vi/Vi et son diagramme de Young Y (ujy,;v;). Dans la partie précédente nous
avons décrit le diagramme Y (ujy,;v;) lorsque F est le point fixe Frv ou bien

lorsque F est un point générique de la composante K. Si F = Fp, alors on a

Y (upy,v;) = Yj(T") (cf. lemme [9.6.7), ot Y;/5(T") est le diagramme défini dans

la section [9.6.6] D’autre part, sur un ouvert de K* on a Y (uy, ;) = Y.% (cf.

J
10.2.2)), ou Yﬁl est le diagramme défini dans la section [10.2.1}

n utilisant la proposition [9.6.4] on obtient le critere suivant :
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12.2. PROPOSITION
Soit T € T(Y) standard. Soit T" € T'(Y) lignes-standard. Supposons que le
point five Fr soit contenu dans la composante KT. Alors on a

Y;u(T") < yﬁz pour tous i,j € {0,...,n} vérifiant i < j,

ot =< est la relation de dominance.

En général, la condition précédente n’est pas suffisante. Prenons par exemple

Y —

Soient

T —

1
et T'=\416
3

S| W |
=~

On a bien Y, (T") = Yﬁz pour tous i, € {0, ...,n} vérifiant ¢ < j. Cependant le
point fixe Fp» n’appartient pas a la composante K7 .
En effet, posons :

F={F=Wy,.,V,)eB,: Vs Dkerunlmu}.

Le sous-ensemble F' C B, est fermé. On a B C F, donc KT C F. D’autre part
le point fixe Fpv n’est pas contenu dans F. 1l suit : Fp ¢ KT.

Néanmoins la condition de la proposition est suffisante dans certains cas.
Dans les chapitres qui viennent, on prouve que cette condition est a la fois
nécessaire et suffisante dans les cas ou le diagramme Y = Y (u) est de type cro-
chet, deux-lignes ou deux-colonnes. De plus on donnera un critere plus pratique
dans chaque cas pour décider de I'appartenance d’un point fixe a une composante.

On traite les trois cas successivement, dans l'ordre cité.
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Chapitre 13. POINTS FIXES DES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS CROCHET

Un diagramme de Young Y est dit de type crochet si il n’a qu’une ligne (au
plus) de longueur supérieure a 2. Un endomorphisme nilpotent est de type crochet
si il n’a qu'un bloc de Jordan (au plus) de taille supérieure ou égale a 2.

Si u est de type crochet, alors les | points fixes des composantes de la fibre de
Springer B, sont décrits par le théoreme suivant :

13.1. THEOREME

Supposons Y =Y (u) de type crochet. Soit T € T(Y') standard, définissant une
composante irréductible KT C B,. Soit T' € T'(Y) lignes-standard, définissant le
drapeau Fr € B,,. Soient 1, as, ..., as les entrées de la premiére ligne de T'. Soient
ay, ..., a, les entrées de la premiere ligne deT". Pour 0 <i < j < n soit Y;,(T") le
diagramme de Young associé au sous-tableau T|’]/Z et soit Yﬁl la forme du tableau
de Young obtenu d’apres le sous-tableau gauche Ti;;; par jeu de Taquin.

Les conditions suitvantes sont équivalentes.
(a) Le drapeau Fr: est contenu dans la composante K7 .
(b) On a la relation a;,_, < ag < a; pour tout q € {2,...,5}.
(¢c) On a la relation de dominance Y;;;(T") = Y;% pour tous i,j € {0,...,n}
vérifiant i < 7.
Démonstration. L’implication (a)=>(c) provient de la proposition[12.2, Nous prou-
verons 'implication (b)=-(a) au cours du chapitre

Il reste & montrer I'implication (c¢)=-(b). Supposons que la propriété (c) est
vérifiée. Soit ¢ € {2,...,s}. Soit ¢' € {1,...,s + 1} minimal tel que a;, > a,, ou
bien on pose ¢' = s + 1 si a, < a,. On doit montrer ¢’ = g¢.

Tout d’abord considérons la relation de dominance

Yom10(T) 2 Y,

Le sous-tableau Tj,,—1/0 est obtenu a partir de 7" en retirant les numéros j > a,.
On a donc

1lag| - |ag

Tlag-1/0 =
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pour certains by, ...,b,. Le diagramme de Young Yaj;—l /o €st la forme du tableau
T}a,~1/0 donc sa premiere ligne contient ¢ — 1 cases. D’autres part af, ..., a;,_l sont
les entrées de la premiere ligne du tableau Tllaqfl /0" La longueur de la premiere
ligne du diagramme de Young Y, _1,0(7”) est la longueur maximale des lignes de
Ta,~1/0, donc est supérieure ou égale a ¢’ — 1. D’apres la relation de dominance
Yo,~10(T") = Y(Z;_I/O on déduit ¢ —1<qg—1,don ¢ <q.

Ensuite considérons la relation

Yn/aq—l (T/) j YT

njag—1-

En retirant les entrées 1, ..., a, —1 du tableau T', on obtient le sous-tableau gauche

aq ... aS
by
Tv|n/aq71 =
br
pour certains by, ..., b, avec a; < by. A partir du tableau gauche 7}, /4,1 on forme
le tableau de Young YT‘n/aq,l par jeu de Taquin. On a
aq ... aS
b,
T'|”/ ag—1 = -
b,
Le diagramme Ynz;aq_l est la forme du tableau ¥}, /,,—1 donc la premiere ligne
de YnT/aq_1 contient exactement s — ¢ 4+ 1 cases. D’autre part les entrées a;,, o al

forment la premiere ligne du sous-tableau T|’n Jaq obtenu d’apres T” en retirant les
entrées 1,...,a, — 1. Ainsi la premiere ligne de T|’n Jaq contient s — ¢’ + 1 cases.
On a déja établi I'inégalité ¢’ < g donc il suit s — ¢ +1 > s—qg+ 1 > 1. Ainsi
s—¢ 41 est la longueur maximale des lignes de T"n Jag- Par conséquent la premiere
du diagramme Y}/, (7") a longueur s — ¢’ + 1. De la relation Y, /o (T") = Ynz;aq il
résulte ¢’ > q.

On obtient finalement ¢’ = ¢. La preuve est complete. O
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Chapitre 14 . POINTS FIXES DES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS DEUX-LIGNES

L’endomorphisme nilpotent u est de type deuz-lignes si il n’a que deux blocs
de Jordan (au plus). De maniere équivalente son diagramme de Young Y (u) n’a
que deux lignes.

Dans cette section on suppose que le diagramme Y = Y (u) a deux lignes (au
plus). Soit s la longueur de la premiere ligne et soit § la longueur de la seconde
ligne de Y. Ainsi n = s + 3.

Enoncé du théoréme.

On fixe un tableau standard 7' € 7(Y) et un tableau lignes-standard 7" €
T'(Y).

Notations. Soit € un tableau quelconque a deux lignes, i.e. un ensemble de cases
portant des numéros, réparties sur deux lignes, suivant des colonnes numérotées
de gauche a droite a partir de la premiere colonne non-vide. Pour p € {1,2} on
note L,(#) 'ensemble des numéros qui figurent dans la p-eme ligne de 6. Pour
q > 1 on note n,(¢) le nombre de cases numérotées de la g-eme colonne de 6.

Exemple. Soit

1 5|7

819 416

On a Li(0) = {1,5,7} et Lo(f) = {4,6,8,9}. On a ny(0) = na(0) = 2 et na(6) =
n3(0) = n5(6) = 3.

9:

14.1. Une notion de T-constructibilité

On définit un algorithme qui vise a recontruire le tableau 7" comme terme final
d’une suite de tableaux 6,05, ... obtenus en insérant successivement les entrées
1,2, ... dans le tableau vide 6y, suivant certaines regles dépendant de T'. Un échec
peut survenir. On dira que T" est T'-constructible si I’algorithme réussit.

On appelle bande une suite de cases contigués numérotées dans ’ordre croissant

de gauche a droite. Par exemple | 2 | 4 | 5 | est une bande. Pour i € {1,...,n} le

tableau #; construit apres I’étape ¢ satisfait aux deux propriété suivantes :

(2L-A) Chaque ligne de 6; est une suite de bandes séparées par des espaces blancs
(des cases vides). Les entrées contenues dans chaque ligne sont dans 1'ordre
croissant de gauche a droite. On a Ly(6;) = L,(T};) pour tout p € {1,2}.
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(2L-B) Les colonnes de 6#; étant comptées de gauche a droite, on a 1’égalité n,(6;) =
ng(1};) pour tout ¢ > 1.

En particulier 1,...,7 sont les entrées du tableau 6; et chaque entrée n’apparait
qu'une fois.

Pour i € {1,...,n} supposons qu’on a construit un tableau 6; ; satisfaisant a ces
deux propriétés. D’apres (2L-B), le nombre de cases pleines des colonnes de 6;_;
décroit de gauche a droite. En particulier les colonnes pleines (deux entrées) sont
concentrées sur la gauche de 6;_;. Le tableau 6;_; a donc I'aspect suivant :

L * kX X k%

0;—1 =

k ok %k %k X X* k%

ou la figure | ¥ % x | symbolise une bande. Les bandes qui partent de la premiere

colonne sont dites “en-place”. Il y en a en général une par ligne mais il est possible
qu’'une des deux soit vide. Les autres bandes sont dites “a-replacer”. A I’étape
17, on forme le tableau #; a partir de 6;_; en insérant le numéro ¢ selon la regle
suivante.

(1) Premier cas : i est dans la premiere ligne de 7'. Le numéro ¢ est inséré dans
une nouvelle colonne sur la droite de #;_; dans la premiere ou la seconde
case de cette colonne suivant que ¢ appartient a la premiere ou a la seconde

ligne de 1" :

* % * ok ok * % k| ¢ * % * % % * % ok
0; = ou

* ok ok ok % ok ok * ok ok ok * % % 7

(2) Second cas : i est dans la seconde ligne de T'. Supposons i € L,(T") pour
p € {1,2}. Ainsi ¢ doit étre inséré dans la p-eme ligne de #;_;. On décrete
le cas d’échec suivant :

(Cas d’échec) Supposonsi € Ly(T)NL,(T"). Si la p-éme case de la derniére
colonne de 0;_1 n’est pas libre, alors l’algorithme échoue.

Supposons que ’échec ne survient pas en ¢. Le numéro ¢ est inséré au bout
de la derniere bande de la p-eme ligne de 6;_;. Ensuite, de droite a gauche,
le premier numéro de chaque bande “a-replacer” est décalé vers la gauche
au bout de la bande précédente (dans la premiere case de la ligne s’il n'y
a pas de bande précédente) :

Xk | «—TQ |[k*k | «—C | ¥ % X% | a k% | C k sk

%k ok ok <——b>x<>|< * ok kx| b * %k | 1

Si aucun échec ne survient lorsque ¢ parcourt 'ensemble {1, ...,n}, alors on ob-
tient un tableau final 6,, numéroté de 1 a n. D’apres (2L-A) et (2L-B) le tableau 6,
coincide avec le tableau lignes-standard 7”. On dit alors que T" est T'-constructible.
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Ezxemple. Soit

(a) Supposons tout d’abord

115]718]9 |11
21314(6110

T =

On construit successivement les tableaux

1 1 1 )
05 = 0, = 05 T

Puis :

oo oG
%= Ts T MQ7_2346

Comme 8 € Ly(T') et 8 € L1(T") et comme la premiere case de la derniere colonne
du tableau #; n’est pas libre, ’algorithme échoue.

(b) Supposons maintenant

T 1{5|7]9]|10|11
21314168
T[]
On construit de méme 6; = puis on obtient :
213416
1|57 {5719 115171910
s = Oy = b10 =
2131468 21314168 21314168

1/5|1719]10]11
2134|168

et enfin : 01 =

Dans cet exemple le tableau T” est T-constructible.

Si u est de type deux-lignes, la notion de T-constructibilité introduite a I'instant
permet de décrire les points fixes de la composante irréductible K7, comme le
montre I’énoncé suivant.
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14.2. THEOREME

Supposons que le diagramme Y = Y (u) a (au plus) deuz lignes. Soit T €
T(Y) un tableau standard, définissant une composante irréductible KT C B,.
Soit T" € T'(Y) un tableau lignes-standard, définissant le drapeau Fr € B,.
Pour 0 <i < j <n soit Y;;(1T") le diagramme de Young associé au sous-tableau
T"j/i et soit Y]% la forme du tableau de Young obtenu a partir du sous-tableau
gauche Tj;,; par jeu de Taquin.

Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Le drapeau Fr: est contenu dans la composante KT .
(b) Le tableau T" est T'-constructible.
(¢c) On a la relation de dominance Y;;;(T") = Yﬁz pour tous i,j € {0,...,n}
vérifiant © < j.

Démonstration. L'implication (a)=-(c) provient de la proposition [12.2] L’impli-
cation (b)=>(a) sera prouvée au cours de la section[I§] Il reste & montrer (c¢)=>(b).

On raisonne par induction sur n > 1. Supposons l'implication établie pour
n—1>1.

Supposons la condition (c) satisfaite. Soient 6y, 01, 65, ... les tableaux construits
successivement en exécutant 1’algorithme.

Supposons d’abord que 'entrée n occupe la méme place dans les tableaux T'
et T'. Ainsi les sous-tableaus T\/n_1 et T},,—; ont méme forme et on peut appliquer
la construction algorithmique au couple (1}, ;,Tj,—1). Comme la condition (c)
est satisfaite pour le couple (T",T), elle est satisfaite également pour le couple
(T"n_l, Tjn—1). Par hypothese de récurrence le tableau T|’n_1 est Tj,_1-constructible.
Ainsi aucun échec ne survient au cours des n — 1 premieres étapes de ’exécution
de l'algorithme pour le couple (77,T) et on a 0, 1 = T|’n_1. Finalement n peut
étre inséré dans le tableau 6,_; sans qu’il y ait d’échec et le tableau T" est T-
constructible.

Plagons-nous maintenant dans le cas ot le diagramme Y est rectangulaire (deux
lignes de méme longueur). En permutant les deux lignes de 7", on construit un
autre tableau lignes-standard de forme Y que 'on note T". D’aprés la définition
de I'algorithme le tableau T” est T-constructible si est seulement si 7" 1'est. Par
conséquent on peut supposer que n apparait dans la seconde lignes de T". Mais
alors n occupe la méme place dans les tableaux T et 7" et on est ramené a une
situation déja traitée.

Plagons-nous maintenant dans le cas ou il existe ¢ € {1,...,n — 1} tel que la
forme Y'(7};) du sous-tableau 7T}; soit un diagramme de Young rectangulaire. Alors
Y (T};) est minimal parmi les diagrammes de Young a deux lignes et i cases pour
la relation de dominance. Par hypothese on a Y;/(7") = Y|¢T/o = Y(T), d'ou :
Yiio(T") = Y(TI};). Ainsi les tableaux Tj; et T}; forment un couple de tableaux
lignes-standard et standard de méme forme et mémes entrées 1,...,7. Comme la
condition (c) est satisfaite par le couple (1", T'), elle est satisfaite aussi par (1;, T;).
Par induction le tableau T|’Z est Tj;-constructible. Cela implique qu’aucun échec
ne survient au cours des ¢ premieres étapes de 'exécution de I'algorithme pour le
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couple (1",T) et on a 0; = Tj;. Comme les tableaux T}; et T}; sont rectangulaires
et de méme forme, il suit que les sous-tableaux T"n s €t T}n/i ont méme forme
et leur forme commune est un diagramme de Young. Ils ont de plus les mémes
entrées i+ 1, ...,n. Modulo I'action de ’application strictement croissante ¢ : j —
7 — 1 les tableaux T|’n /i €t T},/; peuvent étre considérés respectivement comme
lignes-standard et standard. On peut donc exécuter l'algorithme pour le couple
(T"n Ji T /i). Le tableau 6,4, est la concaténation de T"z et du j-eme tableau de la
suite construite durant I'exécution de 'algorithme pour (17, ;, Tjn/:). La condition

(c) est satisfaite par (1], ,,
que T" est T-constructible.

Supposons enfin qu'il n’existe pas i € {1,...,n} tel que T}; soit de forme rectan-
gulaire et supposons que le numéro n n’occupe pas la méme place dans les tableaux
T et T'. D’apres la condition (c) on a Y},_1/(T") = Y|£_1 so- Le premier diagramme
est la forme du tableau T|/n—1 tandis que le second est la forme de 7j,_;. Par
conséquent n est au bout de la premiere ligne de 7" et au bout de la seconde ligne
de T'. On note :

Tini)- Par induction T|’n J; est T, ji-constructible. Il suit

a’l DTN aS ai .. a

T = et T =
by |- | bs b | b,

S

On obtient ainsi by = n et a, = n. Rappelons que YTWl désigne le tableau
standard obtenu d’apres le sous-tableau gauche Tj,,; par jeu de Taquin. Comme
Tj; n'est rectangulaire pour aucun i, on a bj, > a;, pour tout q € {1,...,8}. Il suit :

a2 .« .. aé—'—l DY CLS

by |- | b

YT =

Le diagramme Y‘f/l est la forme du tableau YT}, /1. Par hypothese on a la relation

Y (T) = Y‘;F/l. 11 suit : ) = 1. Soit 7" le tableau suivant :

/ / /
~ &2 a§+1 a

T = s
||V,

Les tableaux 7" et YT|n ,»1 ont méme forme, mémes entrées 2, ..., n. Modulo I'action
de 'application strictement croissante ¢ : j — j — 1 ils peuvent étre considérés
respectivement comme lignes—standgrd et standard. On peut donc exécuter 'al-
gorithme relativement au couple (1”,YT),/;). La condition (c) est satisfaite par

ce dernier. Par induction le tableau 7" est Yﬂn/l-constructible. Par définition de
I'algorithme, il résulte facilement que ’algorithme relatif au couple (77,7 lui-
méme ne rencontre pas 1’échec, de sorte que le tableau 1" est T-constructible.
L’implication (c)=-(b) est établie. O
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Chapitre 15. POINTS FIXES DES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS DEUX-COLONNES

L’endomorphisme nilpotent u est de type deuz-colonnes si ses blocs de Jordan
ont longueur au plus 2. De maniére équivalente son diagramme de Young Y (u)
n’a que deux colonnes (au plus).

Dans ce chapitre on suppose que le diagramme Y = Y (u) a deux colonnes (au
plus) de hauteurs respectives r et 7. On a ainsi r + 7 = n.

Enoncé du théoréme.

On fixe un tableau standard 7' € 7(Y) et un tableau lignes-standard 7" €
T'(Y).

15.1. Une notion de T-constructibilité

15.1.1. Notations
Soit © le diagramme rectangulaire constitué de deux colonnes de hauteur r :

Les lignes de © sont numérotées de 1 a r de haut en bas. Le tableau 7" peut étre
vu comme une numérotation partielle de ©

Soit § un tableau obtenu en numérotant certaines cases de © (par exemple
0 = T ou # = T’ mais le tableau # peut tout aussi bien ne pas avoir la forme
d’un diagramme de Young). Pour p > 1 on note L,(#) I'ensemble des entrées de
la p-eme ligne de 6. Pour ¢ € {1,2} on note C, () 'ensemble des entrées de la
g-eme colonne de 6 et on note n,(#) son cardinal.

Pour i € {1,...,n} soit p; € {1,...,r} le numéro de la ligne du tableau 7" qui
contient l'entrée i.

Similairement au cas deux-lignes, on définit un algorithme qui vise a recons-
truire 7" comme terme final d’une suite de tableaux 6y, 6>, ... obtenus en insérant
successivement les numéros 1,2, ... dans le diagramme O, suivant certaines regles
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imposées par T'. L’algorithme peut échouer. Si 'algorithme réussit, on dira que le
tableau T" est T-constructible.

Soit N = {0,1,2,...} U{occ}. On impose par convention co = co+1 = oo — 1 et
a < oo pour tout @ € N. Pour i = 1,2, ... et chaque numéro de ligne p € {1,...,r}
on définit en plus un indice f;(p) € N. Initialement on pose fo(p) = oo pour tout
p=>1

Pour i € {1,...,n} le tableau 6; construit apres la i-eme étape satisfait aux
propriétés suivantes :

(2C-A) Les lignes de 6; sont croissantes de gauche a droite et pour tout p €
{1,...,r} on a L,(6;) = L,(T};).

(2C-B) Pour ¢ € {1,2} on a I'égalité ng(6;) = ng(T}:).

(2C-C) Soient I; I'ensemble des numéros p € {1,...,r} des lignes de 6; dont la
premiere case est non-vide et soit J; 'ensemble des numéros des autres
lignes non vides. Pour p € {1,...,7} on a I"équivalence f;(p) € N < p € I,.
De plus on a 'égalité Max,cy, fi(p) = #J;.

On a besoin d’un ordre sur les numéros de la premiere colonne de 7".

15.1.2. Un ordre <7+ sur l’ensemble des numéros de la premiére colonne de T'
Soient 7, j € C1(T") deux numéros apparaissant dans la premiere colonne de 7”.
— Si I'un des numéros 7, j n’a pas de case voisine a sa droite dans 7”7, alors on
note ¢ < j lorsque p; < p;.
— Si 4, j ont des numéros voisins a droite dans 1”, notés respectivement i’ et j’,
alors on note i <7+ j lorsque i’ < j'.

Ezemple. Supposons

T/

I
0| w |~ |
o

(=}

On obtient : 2 <7+ 3 <7+ 1 <7+ 8 <7+ 6.

Procédons maintenant a la définition de 'algorithme de reconstruction de 7".
Pour i € {1,...,n} supposons qu’on a construit un tableau 6;_; satisfaisant aux
propriétés (2C-A), (2C-B) et (2C-C). De cette maniere le tableau 6;_; a 'aspect
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suilvant :

* * fi—l (2)

01 = &
* fia(4)
* fi1(5)

Le symbole figure une case pleine. On a inscrit les valeurs f;_1(p) sur la droite.
On a ici [i,1 = {2,4,5} et Jifl = {1}

On construit le tableau 6; d’apres ;1 en insérant le numéro i selon la regle
suivante.

(0)

Le numéro ¢ doit étre inséré dans la p;-eme ligne de 6;_;. On décrete le cas
d’échec suivant :

(Premier cas d’échec) Si la seconde case de la p;-éme ligne de 0;_1 n’est
pas libre, alors [’algorithme échoue.

Supposons qu’un échec de ce type ne survient pas en 7. Alors on insere
i dans la seconde case de la p;-eme ligne de 6;_;. Soit 6. le tableau ainsi
obtenu.

Premier cas : i appartient a la seconde colonne de 7'. On pose alors 0; = 6!
et il ne reste plus qu’a attribuer une valeur a l'indice f;(p) pour p €
{1,...,r}. Si fic1(p) < fi—1(ps), alors on pose fi(p) = fi—1(p) + 1. Si au
contraire f;_1(p) > fi—1(p:), alors on pose fi(p) = fi—1(p).

Supposons #;_; comme dans la figure précédente, on a par exemple :

* | * |
% | x | [i@)=fia(2)+1 % | | i
0; = | ou 0, = o0
% fild)=fia(4)+1 % | ¢ | fi=Ffi-1(4)
% fi(B)=fia(5)+1 * fi(5)

Dans le premier cas les indices finis ont été incrémentés. Dans le second
cas, pour p € {2,5}, on obtient f;(p) = fi—1(p) ou bien f;(p) = fi_1(p) +1
selon qu'on a fi_1(p) > fi—1(4) ou fi_1(p) < fi—1(4).

Les propriétés (2C-A), (2C-B), (2C-C) sont clairement satisfaites par le
tableau 6; et I'indice f;.

Second cas : ¢ appartient a la premiere colonne de 7. On construit le
tableau 6; d’apres 0, en déplagant un numéro de la seconde colonne vers
la premiere. On décrete le cas d’échec suivant :
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(Second cas d’échec) Supposons i € Cy(T'). Si lindice fi—1(p;) est nul,
alors l’algorithme échoue.

Supposons qu’aucun échec ne se produise en 2. D’apres la propriété
(2C-C), l'ensemble F/ des entrées de la seconde colonne de 6} qui ont
une case vide a leur gauche est non-vide. D’apres (2C-A) on a l'inclusion
F! C Ci(T"). On choisit j € F/ minimal pour l'ordre <. On note 6; le
tableau obtenu d’apres 6 en décalant I'entrée j d’une case vers la gauche.

Définissons maintenant la fonction f;. On pose tout d’abord f;(p;) = 0.
Soit p € {1,...,7} —{p;}. Si fi—1(p) < fi(p:), alors on pose fi(p) = fi—1(p).
Si au contraire fi1(p) 2 fi(pi), alors on pose fi(p) = fi-1(p) — 1.

Supposons #;_; comme dans la figure précédente. On obtient par exemple :

il il
x| | f1(2) % | % | fir(2)

0, = il ou 0 = o0
o | @ o] @
NG o | | a3

et une entrée doit encore étre décalée vers la gauche. Dans le premier
cas aucun échec ne peut survenir : on a F; = {i,j} et une des entrées i
ou j doit étre décalé vers la gauche. Si chacune a une entrée a sa droite
dans T”, alors on déplace celle dont l’entrée voisine est minimale. Sinon
on déplace j, car le numéro de la ligne contenant j est plus petit. Comme
fi—1(p;) = o0, les indices ne changent pas.

Dans le second cas un échec se produit si f;(4) = 0. Si f;(4) # 0, alors
I'entrée j est déplacée vers la gauche et on pose f;(1) = 0. Les indices qui
étaient supérieurs a f;_1(p;) sont décrémentés.

Les propriétés (2C-A), (2C-B) et (2C-C) sont clairement satisfaites par
le nouveau tableau 6;.

Si aucun échec ne survient durant I’exécution de ’algorithme, alors on obtient

un tableau final ,, d’entrées 1, ..., n. En vertu de (2C-A) et (2C-B) on a finalement
0, = T'. On dit alors que T" est T-constructible.

Ezemple.

(a) Soient T et T” les tableaux suivants :
112 315
T=314| et T=|114
5 2
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En insérant 1,2, ... suivant les regles de I’algorithme, on construit les tableaux
01,65, ... suivants. On écrit les indices en chiffres romains sur la droite.

o w |3 0 3 I 3]5]0
1 0 1 1 1 1 141 1149

= 2| o 2| o 2 [2] o
01 0 05 04 0

Aucun échec ne s’est produit durant I'exécution de I'algorithme donc le tableau
T' est T-constructible.

(b) Soient maintenant 7" et 7" les tableaux

2 2
4 315
4

et T =

St | W | =

6 1

Suivant ’algorithme, on construit successivement les tableaux :

> 2| 21 21 2 0 216"
& o0 3 0 3 1 31510 3157
o) 00 [e's) 4| 4| 4 ?
1 0 1 I 1 I 1 II 1 I 1 ?

01 0 05 04 05 A

Le numéro 6 doit étre inséré dans la premiere ligne de 65. De plus 6 apparait dans
la premiere colonne de 7. Or on a f5(1) = 0, nous sommes donc dans le second
cas d’échec. Finalement ce tableau 7" n’est pas T-constructible.

Si u est un endomorphisme nilpotent de type deux-colonnes, la notion de T-
constructibilité ainsi définie permet de caractériser les points fixes de la compo-
sante irréductible K7 C B,, comme le montre le théoreme suivant.

15.2. THEOREME

Supposons que le diagramme de YoungY =Y (u) a (au plus) deuz colonnes. Soit
T € T(Y) un tableau standard, définissant une composante irréductible KT C B,,.
Soit T" € T'(Y) un tableau lignes-standard, définissant le drapeau Frr. Pour
0 <i<j<nsoitY;,(T') le diagramme de Young associé au sous-tableau T}, ,
et soit Y]% la forme du tableau de Young obtenu d’apres le sous-tableau gauche
Tiji par jeu de Taquin.

Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Le drapeau Fr: est contenu dans la composantes K.
(b) Le tableau T" est T'-constructible.
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(¢) On a la relation de dominance Y;;(T') < Y1

Ji pour tous i,j € {0,...,n}
vérifiant i < j.

La suite de cette section est consacrée a la démonstration de ce résultat.
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DEMONSTRATION DU THEOREME

L’implication (a)=-(c) provient de la proposition {12.2| Il reste & établir les
implications (b)=-(a) et (c)=-(b). Présentons tout d’abord quelques propriétés de
I’algorithme défini précédemment.

15.3. Premieres propriétés de 1’algorithme

Dans ce paragraphe, on présente quelques proprétés de 'algorithme qu’il est
utile d’observer en vue de la preuve du théoreme. On formule d’abord quelques re-
marques générales puis on considére le premier numéro i € {1,...,n} qui apparait
dans deux colonnes différentes de T et T".

15.3.1. Notations

Rappelons que p; désigne le numéro de la ligne de 7" qui contient i. Selon
I'axiome (2C-C) de la définition de l'algorithme, soit I; I'ensemble des numéros
p € {1,...,r} des lignes du tableau §; dont la premiere case est non-vide et soit J;
I’ensemble des numéros des autres lignes non-vides de 6;.

Quelques propriétés générales. Le lemme suivant récapitule quelques propriétés de
I’algorithme qui découlent facilement de sa définition et que 1’on aura 'occasion
d’invoquer plus tard.

15.3.2. LEMME

Soiti e {1,...,n}.
(a) Si les numéros 1, ...,7 sont dans les mémes colonnes de T et T', alors [’algo-
rithme ne rencontre pas [’échec sur l’ensemble {1,...,i}. On a de plus 0; = T"l,
J; =0 et fi(p) =0 pour tout p € I,.
(b) Supposons qu’aucun échec ne survient sur {1,....,i —1}. Si fi_1(p;) € N—{0}
ou i € Ci(T"), alors aucun échec ne se produit en i.
(On suppose maintenant qu’aucun échec ne survient sur {1,...,i}.)
(c) On a Uéquivalence i € Co(T") < p; € I;-1 & fio1(pi) € N. On a donc aussi
1€ Cl(T/) = fz—l(pz) = OQ.
(d) Sip € Ji_1, alors la seconde entrée de la p-éme ligne de T', s’il en existe une,
est strictement plus grande que 1.
(e) Soitpe I, — I,_1. On a fi(p) =0.
(f) Soit j € {1,...,i}. On a Uinclusion I; C I;. Supposons p,p’ € I; tels que
[i(p) < f;(p). Alors on a fi(p) < fi(p').
() Supposons fi+(p) = oo. Alors on 4 fi(p) > fir(p) pour tout p € T 1.
(h) Soient p,p’ € I;_1 tels que fi_1(p) < fi_1(p'). On a l’encadrement

fior(@) = fisa(p) =1 < fi(p') = filp) < fisa(P) — fima(p)

et, de plus, ’équivalence

i) = filp) = fisi(p) = fisi(p) =1 & fisi(p) < fica(pi) < fisi ().

On démontre une propriété moins immédiate, plus précise que (2C-C), qui sera
d’utilité un peu plus tard.
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15.3.3. PROPOSITION

Soit i € {1,...,n}. Supposons qu’aucun échec ne survient sur {1,...,i}. Soit I]
I’ensemble des p € I; tels que la seconde case de la p-éme ligne de 0; est vide. On
a l'égalité Maxpey, fi(p) = Maxyer fi(p).-

Démonstration. Rappelons 'égalité Max,¢y, fi(p) = #J; résultant de (2C-C). Po-
sons h = #J;. 1l est suffisant de prouver le fait suivant : Il existe des éléments
pM .., pM € I/ distincts deux-a-deux tels que f;(p) > 1. On a alors en effet
fz’(p(h)) = MaXpeI;fi(p)-

On démontre ce fait par induction sur ¢ > 1. Le cas i = 1 est trivial. Notons
W = #J;_1. Soient pM, ..., ph) € I! | les éléments possédant cette propriété au
rang ¢ — 1.

1) Supposons tout d’abord ¢ € Co(T). On a (I} = I]_; — {p;} et J; = J;_1) ou
(Il =1/, et J; = J;i_1 U{p;}) suivant qu’on a i € Co(T") ou ¢ € C1(T"). 1l suit :
HI | —#J_ | =F#I —#J + 1. Or, d’apres (2C-B), on a l'inégalité #1] > #J,.
Il résulte #1I/_, > h' + 1 de sorte qu’il existe p® € I/, distinct de p), ..., p(").

Sii € C(T"), alors on a fi_1(p;) = oo (cf. lemme [15.3.2(c)). On a en outre
h = W + 1 comme dit ci-dessus. On a de plus I'égalité f;(p®) = fi_1(p") +1 >
I + 1 pour tout [ € {0,...,h'}. Ainsi les éléments p(©, ..., p") € I/ satisfont a la
propriété.

Sii € Cyo(T"), alors on a h = K. Pour I € {0,...,h'} on a f;(p") = fi_1(p®) ou
fz‘(p(l)) = fi—l(p(l))+1 suivant qu’on a fi—l(p(l)> > fi—1(pi) ou fi—l(p(l)) < fi1(pi)-
Sipi ¢ {pM,...,p")}, alors les entiers p™M, ..., p*) satisfont & la propriété. Si
p; = p» pour un certain I € {1,...,h'}, alors les éléments p©@, ..., p¢=1 p+H
p(h/) peuvent étre choisis.

2) Supposons ensuite i € C1(T).

Supposons ¢ € C;(T”). Alors on a h = h'/. D’apreés [15.3.2}(c) on a l'égalité
fici(pi) = oo, dout = f;(p®) = fi_i(p®¥) pour tout I. Les entiers p™, ..., p(")
peuvent étre choisis.

Supposons i € Cy(T"). Alors on a h = h' — 1. Pour [ € {0,...,h'} on a f;(p) =
fiea(PV) ou bien fi(p®) = fii(p?¥) — 1 suivant qu'on a f;_1(p") < fi1(pi) ou
Ffica(PD) > fii(pi). Sips ¢ {p@,...,p")}, alors les entiers p®, ..., p"") satisfont
a la propriété. Si p; = p pour un certain I € {2, ..., h'}, alors les éléments pV), ...,
pU=D ptD) - p) conviennent. O

Premieére différence entre les colonnes de T et 7”. Dans la discussion qui
suit, on suppose que les colonnes de T' et 7" ne contiennent pas les mémes entrées
(autrement dit 57" # T (cf. [4.4)). On considére i € {1,...,n} le numéro mi-
nimal qui appartient & deux colonnes différentes de 7" et T". D’apres [15.3.2}(a)
'algorithme ne recontre pas I’échec sur {1,....,i — 1} et on a ;1 = T"i_l.

Voyons tout d’abord sous quelle condition un échec se produit en 1.

15.3.4. LEMME
Soit 1 € {1,...,n} le numéro minimal situé dans deuz colonnes différentes de T
et T". Un échec se produit en i si et seulement sii € C1(T) N Cy(1").
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Démonstration. Aucun échec ne peut se produire lorsque ¢ est dans la premiere
colonne de 7" (cf.|15.3.2/ (b)), d’ou1 la premiere implication. Supposons maintenant
i€ C(T)NCy(T"). On a f;_1(p;) = 0 (cf. lemme [15.3.2/(a)), on est donc dans le

second cas d’échec. O

Supposons qu’aucun échec ne survient en 7. D’apres le lemme on a donc ¢ €
Co(T) N CL(T") et la situation est illustrée par la figure suivante :

)
. 0 N I
! 0 ! 1
T4 T4 I
| | (2
Oi1 = * 0 ~ 0= % 1
x ok |0 * x| T
> v | °° « p;-eme ligne

(Les indices f;(p) sont inscrits a droite en chiffres romains.) On a en effet f;(p) =1
pour tout p € I;. On a l'égalité I; = I, 1 et I; est 'ensemble des numéros des
lignes de T” contenant une entrée parmi 1,....,i — 1. On a J; = {p;}.

On montre le lemme suivant :

15.3.5. LEMME

Soiti € C1(T")NCo(T) le numéro minimal situé dans deux colonnes différentes
de T etT'. Soit i' > i tel que ’algorithme n’échoue pas sur {i+1,...,7" — 1} et tel
que p; & I; pour tout j € {i+1,....,i" —1}. Soit j € {i,...,i" — 1}. L’ensemble J;
est non-vide et on a la relation

filp) < #J; = f;(0).
pour tout p € I; — I; et tout p’ € I,.

Démonstration. Pour tout p’ € I;, I'égalité #J; = f;(p') découle de la propriété
(2C-C) et du lemme [15.3.2}(d). On prouve les autres propriétés énoncées par
récurrence sur j > 1. Supposons ces propriétés satisfaites au rang 7 — 1 > 7. On
fixe p/ € I;.

Supposons d’abord I;_; = I;. Par hypothese on a p; ¢ I;_4. D’apres (2C-
C), il suit f;_i(p;) = oo. D’apres [15.3.2(g) il résulte f;(p') > fj_1(p). D'ou :
#J; > #J;_1 > 0. Soit maintenant p € I; — ;. On a donc p ¢ I;_4. D’apres
15.3.2](e), il suit f;(p) = 0. D'ou f;(p) < #J;.

Supposons ensuite I;_1 — I; # (. Donnons-nous p € I;_; — I; tel que f;_1(p) est
maximal. D’aprés [15.3.2}(f) il suffit de montrer f;(p) < f;(p'). Comme p; ¢ I;, on
a fi—1(pj) < fj—1(p) ou f;_1(p;) = oo suivant que p; € I,_y ou p; ¢ I;_y. D’apres
(h) il suit f;(p) < f;(p'). 1l résulte en particulier #J; = f;(p') > 0 et la
preuve est complete. O
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15.4. Propriétés de I’algorithme vis-a-vis de certains tableaux adjacents

Soit i € {1,...,n} le premier numéro situé dans deux colonnes différentes de T’
et 7. On considere un tableau lignes-standard T’ s’obtenant d’apres T” en échan-
geant ¢ avec un autre numéro et on compare les chances de succes de 1'algorithme
pour les tableaux 7" et T'. Ce probleme préfigure les arguments inductifs qui
seront employés durant la preuve du théoreme.

On suppose i € C1(T") N Cy(T') de sorte qu’aucun échec ne survient en i (cf.
lemme [15.3.4)). Le numéro i apparait ainsi tout d’abord dans la seconde colonne
du tableau 6; et pour reconstruire 7" il devra étre déplacé vers la premiere colonne
lors d’une étape ultérieure de ’algorithme.

Soit ¢’ > i tel que l'algorithme n’échoue pas sur {i + 1,...,7’ — 1} et tel que
p;j & I pour tout j € {i+1,...,i' — 1} (situation du lemme [15.3.5). Supposons
que ¢ n’a pas encore été replacé dans la premiere colonne du tableau a l’étape
7' — 1, autrement dit on suppose p; € Jy_1. Supposons en outre que 1'algorithme
n’échoue pas a ’étape /. En particulier il suit que le numéro voisin a droite de i
dans 7", §’il y en a un, est strictement plus grand que ', d’apres [15.3.2/(d). Deux
cas sont possibles :

(A) Sipy € I;, alors on pose 7 = 7',

(B) Sipy ¢ I,. D’apres le lemme [15.3.5] 'ensemble J;; est non-vide. On choisit
7€ C(T") vérifiant p; € Jy, que I'on choisit maximal pour ordre <7+ (cf.
15.1.2).

Dans le cas (B), d’apres [15.3.2/(d), le numéro voisin a droite de 7 dans 7", s’il y
en a un, est strictement plus grand que i’. Dans les deux cas, en échangeant les
numéros ¢ et v dans le tableau T’, on forme un autre tableau lignes-standard, que
I’on note T".

x| % % | % x| * x| %
!/ / lA lA

T\z‘—l T\z—l T|z'—1 T|z‘—1
x| 7 * | 1 * | * | %

T =% % |~T'=|% x| ou TN=|% x|~T' =|x% x
7| * 7| ok 7| * RE:
% | * % | % x| * x| %
* | % * | % 7| % 7] *

cas (A) cas (B)

Dans les deux cas, on montre la proposition suivante :

15.4.1. PROPOSITION
(Les notations sont celles qui ont été introduites ci-dessus.) L’algorithme relatif

au couple (T",T) échoue en j € {1,...,n} si et seulement si l'algorithme relatif au
couple (T',T) échoue lui-méme en j.
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Soient pj, gj, f;, Tj, jj les notations homologues de p;,0;, f;,1;, J; relativement
au couple (77,T). On a besoin du résultat préliminaire suivant :

15.4.2. LEMME
(Les notations ont été introduites ci-dessus.)

(a) L algorithme relatif au couple (', T) n’échoue pas sur {1,...,i'}.

(b) Soit j € {i,...,v7—1}. Le numéro i est situé dans la seconde case de la p;-éme
ligne de 0; tandis qu’il est situé dans la seconde case de la py-éme ligne de §J Les
autres numéros des tableaux 0; et 5] sont a la méme place dans les deux tableauz.
De plus on a f;(p) = E(p) pour tout p & I;.

(c) Soit j € {1,...,7'}. Les tableauz 0; et é; s’obtiennent l'un d’apres l'autre en
échangeant les numéros i etv. De plus on a f;(p) = E(p) pour tout p € {1,...,r}.

Démonstration de la proposition. D’apres la définition de ’algorithme, le succes
de l'algorithme apres I'étape j ne dépend que de la forme de 6, des valeurs de
la fonction f; et du sous-tableau T|’n /i formé par les numéros j + 1, ...,n. D’apres

le point (c¢) du lemme, les tableaux 6; et #; ont la méme forme, les fonctions f;

et f; sont égales, et d’autre part les sous-tableaux "n et T,z coincident. La

proposition énoncée s’ensuit. O

Démonstration du lemme. On raisonne par récurrence sur j > i. Les propriétés
énoncées sont satisfaites en 7 = ¢, comme l’illustre la figure suivante.

.
* I * 0 % I
! I ! 0 ! I
T|i—1 T\i—l T\i—l =T
T T
* I x| |0 * 1
O, =% |1 et 0, =% |9 ou 60;,=|x x |1 )
,L' o o o
o0 o o
o0 o ,L' o
(A) (B)

Supposons toutes les propriétés énoncées satisfaites au rang 7 — 1 > i. La dé-
monstration comporte plusieurs étapes.

(1) Tout d’abord on montre le point (a).
Dans les cas (A) et (B) l'entrée 7 appartient a la premiere colonne du tableau
T'. D’apres . (b), I'algorithme relatif au couple (77, T") n’échoue pas en 7. Si
j # 7, alors on a j ¢ {i,7} donc p; = p; & {pi, pr}-

Comme D'algorithme relatif a (77, T) n’échoue pas a 1'étape 7, la seconde case
de la p;-eéme ligne du tableau 6;_; est libre. Comme les tableaux 6;_; et 6;_;
satisfont aux propriétés (b) et (c) par hypothese de récurrence, la p;-eéme ligne de
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6;_1 coincide avec celle de 6,_; donc sa seconde case est libre. Ainsi j peut étre
inséré dans la seconde case de la p;-eme ligne de 5]-,1 de sorte que le premier cas
d’échec ne se produit pas a I'étape j pour le couple (f’,T). On a d’autre part
p; ¢ 1; donc E_l(pj) = fj—1(p;) par hypothese de récurrence.

Comme aucun échec ne survient pour le couple (77,7) a l'étape j, il suit
fi—1(pj) # 0 donc d’apres la relation précédente f;,l(pj) # 0. De cette fagon
le second cas d’échec ne se produit pas non plus. Le point (a) est établi.

(2) On montre ensuite que la différence entre les tableaux 6; et 5] est conforme
a ce qui est décrit par les points (b) (si j <7) et (¢) (si j >7).
Rappelons que le tableau ; (resp. 5]) s’obtient d’apres 6;_; (resp. gj,l) en une ou
deux étapes. Au cours de la premiere étape le numéro j est inséré dans la seconde
case de la p;-eme ligne (resp. la p;-eme ligne) de 6,_; (resp. de @,1). Notons ¢}
(resp. 53) le tableau intermédiaire ainsi obtenu.

On a p; = p; pour j # 7. On a d’autre part p; = p; et p; = p;. Par hypothese
de récurrence, les tableaux ¢ et 5; présentent la méme différence que celle qui
est décrite dans I’énoncé du lemme a propos des tableaux 6; et 5] cs8l g <7, la

différence entre 0} et 5; est décrite par le point (b) du lemme. Si j > 7, elle est
conforme au point (c).
Dans le cas j € Co(T') on a 0; = 0 et 0; = 0} et il n’y a rien de plus a prouver.

Supposons maintenant j € Cy(7T).

Notons Fj (resp. ]:;J’) I'ensemble des numéros de la seconde colonne du tableau ¢’
(vesp. ¢) dont la case voisine a gauche est~libre. Le tableau 6; (resp. ;) s’obtient a
partir du tableau intermédiaire ¢ (resp. 0}) en déplagant vers la gauche Iélément

de I'ensemble F; (resp. ﬁj’) qui est minimal pour I'ordre <7 (resp. <).

* Etudions brievement le lien entre les ordres <7 et <7. Soient [,m € C(1")

distincts de i et 7. On a ainsi I,m € C; (f’) Observons qu’on a l’équivalence
[ < m &1 <z m. On adeplus: [ < i < [ <7 72 Dans le cas (B) on a aussi
I'équivalence | <7/ 7 & | <7 1.

Soient maintenant m et m les éléments minimaux respectifs des ensembles F]
et F]’ pour l'ordre approprié. Il suffit de démontrer p,, = psm.

(2.a) Plagons-nous d’abord dans le cas (A).

Dans ce cas ¢ =7 On a de plus 7 € Cy(T”) et i € Cy(T1"). En particulier m est
distinct de 7 et m est distinct de 7.

e Supposons d’abord j < i' = 7. Les tableaux 0} et 5; présentent la différence
décrite par (b), d’ott : F; = F; U {i}. On obtient m € F}, d’out il suit m = m.
Par hypothese ¢ est encore dans la seconde colonne du tableau 6;_;. A I’étape
J, ce n'est donc pas l'entrée i qui est replacée vers la premiere colonne de 6;.
Autrement dit m # i. Il suit m € F}. Ainsi m et m sont distincts de i et 7 de sorte
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que la relation m =7 m implique la relation m =z m, comme vu précédemment.
Par minimalité de m, il suit m = m.

e Supposons ensuite j = 4. Les tableaux ¢, et 0., présentent la différence décrite
par (c), ce qui se traduit par égalité : F}, L {7} = F, U {i}.

- Supposons d’abord m # ¢. On a alors m € }7’1-',, d’oti la relation : m =z m. On a
i € I}, et on suppose m # i. Par minimalité de m on obtient donc m <7+ i. Dot :
m <z 1, comme vu précédemment. On a donc m # 7. Ainsi on obtient m € Fj, et
m =<7 m. Comme m et m sont distincts de i et 7, la relation m =<7 m implique
m =z m. Par minimalité de m pour l'ordre =7, il résulte m = m.

- Etudions maintenant le cas m = i. Un élément [ € E’, distinct de 7 appartient
a I'ensembe F), (d’apres 1'égalité précédente), donc on a ¢ <7 | par minimalité
de i. D’apres une propriété liant les ordres <7/ et =<7 ¢énoncée précédemment,
on obtient 7 <7 [ pour tout [ distinct de 2. On a donc forcément m = 7. Il suit
Pm = Pm comme affirmé.

Dans tous les cas on a (au moins) 1'égalité p,, = pm. L’argumentation est
complete dans le cas (A).

(2.b) Plagons-nous ensuite dans le cas (B).

Les numéros ¢ et 7 apparaissent tous deux a la fois dans la premiere colonne de
T’ et dans celle de T”. On a en particulier m <7 1.

Par hypothese le numéro ¢ apparait encore dans la seconde colonne du tableau
01, donc a I'étape j < i’ on a i € F]. On a encore ¢ € Fy,. Comme de plus 7
est I’élément maximal de 'ensemble F}, pour l'ordre <7, il suit i <7 7. D’apres
le lemme I’ensemble J;; est non-vide, de sorte qu’il y a encore des numéros
dans la seconde colonne de 6; avec une case libre a leur gauche. Le numéro 7,
qui est maximal pour 'ordre <7+, est forcément I'un d’eux, de sorte qu’a I’étape
j <4’ le numéro 7 n’est pas replacé dans la premiere colonne du tableau et on a
m # 7. N

Les tableaux ¢ et ¢ présentent la différence décrite par (b) ou (c), on a donc
Fi= ﬁ]’ Dou i € FJ’F‘IZ;J’ Si j >7, alors on a de plus 7 € F]’ﬂ}?]’ On a en outre
m,m € F/N ]5]’ .

e Supposons d’abord m # i. D’ot m <7+ i. Comme m # 7, cette relation implique
m <z 1, en vertu des regles liant les relations <77 et <7 que I'on a énoncées
précédemment. Il suit : m # 7. On a établi la relation i <7+ 7. D’apres ces mémes
regles (ou méme cela est visible directement) on a 7 <z . Il suit par transitivité
m <z i, d’olt m # 4. Ainsi m et m sont distincts de ¢ et 7 et la relation m <y m
implique m =<z m. Il résulte m = m.

e Traitons maintenant le cas m = ¢ : Comme 7 n’est pas encore replacé dans la
premiere colonne du tableau apres I'étape i' — 1, on a nécessairement j = i’. On
a1 € F),NF/,. Comme i =m est minimal dans ’ensemble F}, pour l'ordre <7,
d’apres les regles énoncées liant les ordre <77 et <=, on obtient que 7 est lui-méme
minimal dans Pensemble F’, pour I'ordre <7. D’oum =7.
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Dans les deux cas, on a au moins p,,, = m. L’argumentation est complete dans
le cas (B) et la seconde partie de la démonstration du lemme est achevée.

(3) On montre enfin I'égalité f;(p) = f;(p) pour p ¢ I; ou bien pour tout p
suivant qu’on a j <7 ou j > 7. N
D’apres le point (2) de la démonstration, on a I; = I;. On a de plus J; =7.J; pour
J=>

(3.a) Soit d’abord p € I,. D’apres [15.3.2L(f) et (2C-C), on a f;(p) = #J; et

fi(p) = #j;. Pour j >7, on obtient donc f;(p) = f;(p)

(3.b) Supposons ensuite p ¢ I;. Comme [; = IN] on a aussi p ¢ fj D’apres
(2C-C) on obtient f;(p) = f;(p) = oo.

(3.c) Supposons p € I; — I;_1. On a Tj—l = [;_; par récurrence. Il suit p €
Tj — 7]-,1. D’apres le lemme . (e), on obtient f;(p) = f](p) =0.

(3.d) Soit enfin p € I;_y — I;. Par récurrence on a f;_1(p) = E_l(p).
. Supposons~d’abord Jj # 1. On a alors p; ¢ I; et p; = p;. D’oll par récurrence
fi-1(p;) = fj—1(pj). Comme f;(p) dépend uniquement des valeurs f;_1(p) et
fi-1(p), on obtient f;(p) = f;(p).
e Traitons enfin le cas j = 7. Comme 7 apparait dans la premiére colonne de T ,

on a fr_1(py) = oo (cf lemme [15.3.2](c)). Dans le cas (B), le numéro 7 appartient
a la premiere colonne de 7" et on a pareillement f; 1(p;) = co. Dans le cas (A),

on ap; € I;, dou fri(p;) > f1(p) par le lemme [15.3.5] Dans les deux cas
on a fr1(p;) > fir1(p) d’une part et ﬁ,l(ﬁ;) > ﬁ,l(p) d’autre part. On a donc
filp) = fici(p)+eet f;(p) = f'%(p)—l—e avece =0si7€ C(T)oue = 1si71€ Co(T).
Par hypothese de récurrence %_l(p) = fi_1(p). Il résulte : fi(p) = ﬁ(p)

Cet argument conclut le point (3) de la démonstration du lemme|[15.4.2| laquelle
est maintenant complete. O

15.5. Démonstration de I’implication (b)=-(a) du théoréme [15.2]

On débute la preuve par un argument géométrique.

Une propriété d’interdépendance entre les points fizes de la composante KT. Rap-
pelons tout d’abord la définition du drapeau Fr, pour 77 € 7'(Y') lignes-standard.
On a fixé (€;).¢|y| une base de Jordan de forme Y. Le tableau 7" est une numéro-
tation des cases de Y. Pour i € {1,...,n}, soit x; la case de Y qui porte le numéro
i dans T". On pose alors ei] = e,,. De cette maniere le drapeau Fr = (V, ..., V;,)
est défini par

Vi = (e[1],...,eli]), Vie{1,..n}

On montre le lemme suivant :
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15.5.1. LEMME
Soient i, 5,1, m,i,j des entrées du tableau T" dont les positions relatives dans
le tableau sont conformes au dessin suivant :

j g
T =

l

m

Si le drapeau Fr est contenu dans la composante KT, alors le drapeau F= lui

aussi est contenu KT, lorsque T" est le tableau lignes-standard obtenu d’aprés T'
en échangeant les positions...

(1) ...des couples (i,i") et (j,7').

(1°) ...del et m.

(2) ..deiety, sii<jeti>j.

(2°) ...dei etl, sii>l.

(3) ...deid et j, sii <j.

(8°) ...deid etl, sii <I.

Remarques.

(a) Bien sur, en combinant ces propriétés, on en obtient d’autres du méme genre.
Par exemple on a F7 € K T lorsque T’ est obtenu d’apres T” en échangeant 7’ et
jpouri < jeti >j . N
(b) Les points (2) et (2’) peuvent étre remplacés par 1’assertion suivante : si T’
est un tableau obtenu d’apres 7" en échangeant ¢,j € C(1") vérifiant i < j et
i j,alorsona: Fp e KT = Fm e KT

Démonstration du lemme. Rappelons qu'un automorphisme ¢ € GL(V') qui com-
mute avec u laisse stable chaque composante irréductible de B,.
(1) et (1) :

Soit ¢ : V' — V lautomorphisme dont l’action échange les vecteurs eli] avec e[j]
d’une part et e[i'] avec e[j’] d’autre part et qui fixe les autres vecteurs de la base.
Soit ¢’ : V' — V T'automorphisme qui échange les vecteurs ¢[l] et €[m] et qui fixe
les autres vecteurs de la base. Les automorphismes ¢ et ¢’ commutent avec u,
dont laissent la composante K7 invariante. Dans le cas (1) on obtient

fir, = 90(.7'5:,) < KT.
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Dans le cas (1’) on obtient pareillement
]:%7 = 90/(‘7:?’) e KT,

(2) et (2') :
Pour ¢ € k soit hy : V — V Tautomorphisme tel que hy(e[i]) = e[i] + te[j] et
hi(eli']) = e[i'] + te[j'] et qui fixe les autres vecteurs de la base. Soit h, : V — V
'automorphisme tel que hj(eli]) = e[i] + te[l] et qui fixe les autres vecteurs de la

base. Pour tout t € k les automorphismes h; et h; commutent avec u, donc on a
hi(Fr) € KT et hi(Fr/) € KT. Dans le cas (2) on obtient

fi:; = limt*)ooht(fj’/) € KT.
Dans le cas (27) on obtient

Fy = limy_oohy(Fr) € KT

T

(3) et (3") :
Pour ¢t € k soit wy : V' — V T'automorphisme tel que wy(eli’]) = el’] + te[j] et
qui fixe les autres vecteurs de la base. Soit w; : V' — V l'automorphisme tel que
wy(eli']) = eli’] + te[l] et qui fixe les autres vecteurs de la base. Clairement les
automorphismes w; et w; commutent avec u. Dans le cas (3) on obtient

f? = limtqoowt(]:T/) € KT
et dans le cas (3’) on a de méme

Fz = limy_oow)(Fr) € KT
La preuve est complete. O

15.5.2. Démonstration de l'implication (b)=(a) du théoréme

Supposons que le tableau T” est T-constructible et montrons que le point fixe
Fr est contenu dans la composante K. L’'implication est immédiate dans un
cas :

* Supposons C1(T) = C1(T") et Co(T) = Co(T").
En d’autres termes on a 7" € 7'(T) (cf et on sait qu’alors le drapeau Frp est
contenu dans 1'ensemble BI (cf. donc dans la composante K7

* Supposons ensuite qu’il existe un numéro ¢ € {1,...,n} minimal contenu
dans deux colonnes distinctes de T et T7”. On raisonne par récurrence descendante
sur ¢, I'initialisation de la récurrence correspondant au cas traité ci-dessus ou les
contenus des colonnes de T" et 7" ne different pas.

D’apres le lemme [15.3.4] on a i € C1(I”) N Co(T). Le numéro ¢ apparait dans
la seconde colonne du tableau #;. Comme on suppose que le tableau T est T-
constructible, les tableaux 64, ..., 0, peuvent étre tous construits sans qu'un cas
d’échec ne survienne et on trouve finalement 6, = 7”. D’apres le lemme il
existe ¢/ > ¢ minimal tel que i est contenu dans la premiere colonne du tableau
0. Autrement dit ¢ est décalé a gauche lors de la i'-eme étape de I'algorithme.
On a donc p; € Jy_1 et p; € I, ou p; est le numéro de la ligne de T contenant
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i et Jy_1 et Iy sont les ensembles de I'axiome (2C-C) de la définition de 1'algo-
rithme. D’apres le lemme il existe aussi j > ¢ minimal tel que p; € I;.
Dans la premiere récurrence on imbrique un second raisonnement par récurrence
descendante, cette fois sur ¢/, avec initialisation pour i’ > j.

1) Etude du cas i > j. On est dans le cas (A) décrit dans la section avec ici
j dans le role i'. Comme dans , on pose © = j et on considere T’ le tableau
lignes-standard obtenu d’apres 7" en échangeant ¢ et 7. D’apreés la proposition
le tableau 7" est T-constructible. Comme chacune des entrées 1,...,i est
contenue dans la méme colonne de T et 7", on obtient F7 € K T par hypothese

de récurrence. D’apres le lemme [15.5.1| on déduit Fp € K7

2) Cas général. Supposons maintenant ' < j. On est dans le cas (B) décrit
par la section [15.4] avec i’ dans son propre role. Soit 7 > i le numéro introduit
dans la section Le numéro 7 appartient a la premiere colonne de 7" mais
appartient encore a la seconde colonne de ;. Soit T’ le tableau obtenu d’apres T"
en échangeant 7 et 7. Par la proposition le tableau T” est T-constructible. Le
numéro ¢ est le premier qui soit situé dans deux colonnes distinctes des tableaux
T' et T. En outre i appartient encore a la seconde colonne du tableau 6, obtenu

a la i'-eme étape de l'exécution de 'algorithme relatif au couple (77,7). Par
récurrence, on a F € K. En utilisant le lemme [15.5.1] on déduit Fp € K.

La démonstration de I'implication (b)=>(a) est maintenant complete. O

15.6. Relations de dominance impliquées par un succes partiel de ’al-
gorithme

A ce stade d’avancement de la démonstration du théoreme les implications
(b)=-(a) et (a)=(c) sont établies. En les combinant, on obtient : si le tableau T"
est T-constructible, alors pour tous i, j € {0, ...,n} vérifiant i < j on a la relation
Yj/i(T/) = Yj%

Supposons maintenant que I'algorithme relatif au couple (77,7 ne rencontre
pas I’échec au moins jusqu’a l'étape i € {1,...,n}. Sous cette hypothese plus
générale on peut espérer avoir tout de méme la relation Y/ (T") < Y]%, pour les
couples (7, j) tels que 0 < ¢’ < j < i. Nous allons en effet établir cette propriété.
Elle sera utile dans la suite de la démonstration du théoreme.

On utilise le lemme suivant :

15.6.1. LEMME

Supposons que ’algorithme relatif au couple (T',T) n’échoue pas sur {1, ...,i},
pour i € {1,...,n}. Il existe un entier n > n, un diagramme de Young Y & deus
colonnes et n cases, un tableau standard T de forme EA/, un tableau lignes-standard
T' de méme forme, tels que :

(1) Le tableau T" est T-constructible,
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2) les sous-tableaux T\Z et Ty; coincident d’une part et les sous-tableaux T et
|
Tl’Z coincident d’autre part.

Démonstration. Soit Y le diagramme de Young rectangulaire a deux colonnes et
r lignes. Posons n = 2r. Les tableaux T"Z et T, peuvent étre vus comme des
numérotations partielles du diagramme Y. Le i-éme tableau algorithmique 0; est
lui aussi une numérotation partielle des cases du diagramme Y. On construit les
tableaux T et 7" selon un raisonnement par récurrence descendente sur ¢ < n.
Rappelons que J; désigne 'ensemble des numéros p € {1,...,r} des lignes non-
vides de 6; dont cependant la premiere case est vide. Si i = n, alors T" est T-
constructible, on obtient donc #,, = T" et on a J, = 0. L’étude du cas J; = 0,
a laquelle nous procédons maintenant, peut donc tenir lieu d’initialisation de la
récurrence.
e On suppose tout d’abord J; = (). D’apres (2C-A) on a ainsi §; = T|/l De cette
égalité et de 'axiome (2C-B) il résulte que les colonnes des sous-tableaux Tj; et T;

ont meéme taille. Le sous-tableau T|’Z est une numeérotation partielle des case de Y.

On complete T"Z en un tableau lignes-standard T' de forme Y en numérotant les
cases restantes de 1 + 1 a n de la maniére suivante : on commence par numéroter
les cases vides de la premiere colonne de haut en bas, puis on numérote les cases
vides de la seconde colonne de haut en bas. De méme T}, est vu comme une
numeérotation partielle de Y et en numérotant les cases restantes suivant la méme
regle on complete Tj; en un tableau standard T de forme Y. De cette maniére
chaque numéro j € {i+1,...,n} appartlent 4 la méme colonne de T et T". 11 est
alors facile de se convaincre que le tableau T" est T-constructible.

e Supposons maintenant J; # ), on a en particulier i < n. Rappelons que I est
I'ensemble des p € {1,...,7} tels que la premieére case de la p-eme ligne de 6; est
non-vide tandis que la seconde est vide. D’apres la proposition il existe
p € I; tel que fi(p) = #J]. Le sous-tableau T}; est vu comme une numérotation
partielle du diagramme Y. On complete T|’Z en un tableau lignes-standard T' de

forme Y de la maniere suivante : tout d’abord en insérant U'entrée i + 1 dans la
seconde case de la p-eme ligne puis en numérotant les cases restantes de 7 4+ 2 a
n de telle sorte que les lignes soient croissantes. On complete T}; en un tableau

standard 7 de forme Y en numérotant les cases restantes de i + 1 a 7 de telle
sorte que les lignes et colonnes du tableau obtenu restent croissantes. Durant ses
1 premieres étapes, 'algorithme relatif au couple (f’ , f) se confond avec celui qui
concerne le couple (77, T) le tableau §; obtenu & la i-tme étape coincide avec 6;
et les fonctions indices fl et f; sont égales. Ala (1 + 1)-eme étape de Ialgorithme
relatif au couple (T’ , f), le numéro ¢ 4+ 1 doit étre inséré dans la p-eme ligne de
f;. On a ﬁ(p) = fi(p) = #J; € N—{0}. D’apres (b), 'algorithme relatif
au couple (f " f) n’échoue pas non plus en 7 + 1. Par récurrence la construction
se poursuit. La démonstration est complete. O
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On montre maintenant la proposition suivante :

15.7. PROPOSITION
Supposons que ’algorithme relatif au couple (T",T) n’échoue pas sur {1, ...,i},
pour i € {1,...,n}. Pour tous entiers i',j € {0,...,i} vérifiant ' < j, on a la

relation de dominance Y; i (T") = Y;‘Z,

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il existe des tableaux T et T res-
pectivement lignes-standard et standard, de méme forme, tels que 7" est T-
constructible et tels qu'on ait 7], = T}: et T); = T};. D’apres 'implication (b)=(a)

li li

du théoreme |15.2| (déja établie) le drapeau Fz appartient a la composante K T
(dans la fibre de Springer appropriée). D’apres la proposition [12.2) on obtient la

relation de dominance Y; /i/(f’ ) = Yﬁ, pour tous entiers ¢, j € {0, ...,n} vérifiant
i' < j. Pour 7,5 € {0,...,7} les diagrammes Y/ (T") et Y;,#(T") coincident d'une
part et Y]%/ et Y]%, coincident d’autre part, si bien qu’on obtient la relation an-
noncée. 0

15.8. Démonstration de I'implication (c)=(b) du théoréme

Commencons par une observation relative au jeu de Taquin.

Jeu de Taquin sur les tableaux gauches a deux colonnes. Dans le lemme [10.4.1{on
a décrit le tableau de Young ¥ T' obtenu par jeu de Taquin & partir d'un tableau
gauche T.

Supposons I' = Tj;/p, pour 0 < I < m < n. Ainsi la forme du tableau T =
Fﬂm/l est le diagramme Yn{ /i (cf. On déduit du lemme certaines

c : . T .
propriétés qui concernent le diagramme Y NE

15.8.1. PROPOSITION
Soit T un tableau standard a deux colonnes.

(a) Soientl,m € {0, ...,n} tels quel < m—1. On a #Co(* Tim) = #Co(¥ Timj141)-
De plus, sil € C5(T'), alors on a 'égalité

#02 (Yﬂm/l) = #CQ(YT]m/H—l)-

(b) Supposons 0 < i <l <m < n. On note I = Tjyy;, I? = Ty €t TO = Tjpp i
Pour a € {0,1,2} on pose 71, = #C1(YT%) — #Co(*T*). On a l'inégalité :

Ty > g — 7.
Démonstration. Le point (a) résulte immédiatement du lemme [10.4.1]

Montrons (b). D’apres le lemme [10.4.1] on a
#CO,("TO) < HOL(D) + #Co(T?).
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Il suit :
Fo = m—1i—2#Cy(YT?)

> m =i — 24 (IY) — 24y (' T2)

= (m—1=2#C5("T?)) + 1 —i—24C(T)
Ty + #Co(I') — #C1(I')
ity — (#CL('TT) — #C,('TH)
= Ty —1m

en utilisant les inégalités #Co(YT1) < #Co(Th) et #C1(YTY) > #C0,(T).
La démonstration est complete. O

v

On poursuit maintenant la preuve du théoreme.
Démonstration de I'implication (c)=(b).

On démontre la contraposée : Supposons que l'algorithme relatif au couple
(T",T) échoue a l'étape m. Alors on prouve qu'il existe I < m tel qu'on ait la
relation Y,,,(T") = Y, ).

D’apres le lemme [15.3.2| (a) il existe un numéro ¢ € {1,...,n} minimal qui n’ap-
partient pas a la méme colonne de T et T et on a m > 4. On raisonne par
récurrence sur le couple (m,i) pour l'ordre lexicographique (récurrence ascen-
dante sur m et descendante sur 7). Le cas suivant tient lieu d’initialisation de la
récurrence :

(0) Premier cas : m = i.
D’apres le lemme [15.3.4[on a i € C1(T) N Co(T”). 11 suit :

YinfoT") = Yinso(T).

Supposons désormais m > i. D’apres le lemme onaie Cy(T)NC(T).
Soit j € {4,...,n} minimal tel que p; € I;, en posant par convention j = 0o si un
tel entier ne se présente pas.

On traitera séparément les cas 7 < m et 5 > m. Tout d’abord on prouve
Iaffirmation suivante.

15.8.2. AFFIRMATION
Le numéro i peut étre supposé maximal dans lensemble Cy(T") N{i, ..., Min(j —
1,m — 1)} pour Uordre <.

Démonstration de ['affirmation. Supposons 'implication (c¢)=-(b) avérée dans le
cas ou ¢ est maximal dans l'ensemble Cy(7") N {i,...,Min(j — 1,m — 1)} pour
Iordre <. On montre I'implication dans le cas général par induction, le cas ou
1 est maximal tenant lieu d’initialisation.
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Si ¢ n’est pas maximal dans I'ensemble C1(7") N {4, ..., Min(j — 1,m — 1)} pour
I'ordre <7+, alors il existe un plus petit numéro

TeC(T)N{i+1,..,Min(j — 1,m — 1)}
tel que @ <7 7.

* Etape 1. B
Montrons que le tableau T” obtenu d’apres T’ en échangeant i et 7 est lignes-

standard et qu'il existe [ € {0,...,m — 1} tel que Yy, u(T") = Y, 7.

D’apres le lemmel’ensemble Jy est non-vide pour tout ¢’ € {7, ..., Min(j —
I,m —1)}. On a donc p; € Ji_1 et p;y € J. On est dans le cas (B) de la section
15.4] D’apres E le tableau 7 est lignes-standard. D’apres la proposition ,
P'algorithme relatif au couple (17, T') échoue en m. Pour ¢’ € {1, ...,n} on note py,
fi les homologues de p;, I; pour le T'. Le tableau T est tel que :

— le numéro i est le plus petit numéro situé dans deux colonnes distinctes de

T' et T,

— Palgorithme relatif au couple (77, T') échoue en m,

— pour tout ¢ € {1,...,Min(j — 1,m — 1)}, on a py ¢ I

— le numéro i est maximal dans C,(7”) N {i, ...,7} pour I'ordre <5
En vertu de ces quatre propriétés, I’hypothese d’induction peut s’appliquer au
tableau 7". Il existe donc un entier [ € {0,...,m — 1} tel que

Youpl(T') = Y,0 .
Cela termine cette premiere étape.

* Etape 2 : dans certains cas on a 1'égalité Ym/l(f’) =Y, (T").
e Supposons [ > 7. Rappelons qu'on a ¢ < 7. Ainsi ¢ et 7 ne figurent pas dans
{l +1,...,m}, 'ensemble commun des entrées des tableaux Tl’m 1 et T|’m - Les

tableaux T p et TV

Im Im
e Supposons [ < i. Alors i et 7 figurent a la fois dans {l + 1,...,m}, I'ensemble

commun des entrées des tableaux T|’m s et T|’m 51~ Les tableaux T|’m s et T|’m s s'ob-
tiennent l'un d’apres l'autre en échangeant i et 7. En particulier ils ont méme
forme on obtient Y, ,(1") = Y, (T").

e Supposons i < | < 7 et plagcons-nous dans le cas ou ¢ n’a pas de numéro a
sa droite dans 7" ou bien a un numéro a sa droite dans 7" qui est strictement
supérieur a m. Comme on a i <7 ¢ par hypothese, il vient que 7 n’a pas de numéro
a sa droite dans 7" ou bien a un numéro a sa droite qui est strictement supérieur a
m. Ainsi 7 figure dans une ligne de longueur 1 dans chacun des deux sous-tableaux

T"m s et T]’m It Ces derniers ont donc méme forme. Il suit : Yy, ;(T") = Y,/ (f’)

/1 sont donc égaux. Il suit : Yy, 1(T") = Yo u(1").

D’apres I’étape 2, on suppose désormais :
(a) Onai <[ <7,

(b) Le numéro i admet un numéro i’ a sa droite dans 7", qui vérifie ' < m.
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On a l'inégalité 7 < ¢’ : cela a été justifié¢ dans et traduit par le fait que le
tableau T”, dont, le couple (7,4") forme une ligne, reste lignes-standard.

* Etape 3.
Observons qu’il suffit d’établir la relation :

(R):  Yuull) =YL,
Supposons en effet la relation (R) établie. Comme i € Cy(T'), en vertu de
15.8.1}(a), on déduit I'égalité
#CQ(YTm/z) = #CQ(YTm/ifl)'
D’ou : B
Yojict(T7) = Y, 0.
On a d’autre part 1’égalité Ym/i,l(f’) =Y, i-1(T"). 11 résulte :
Yijict (T") = Y, 1.
Cela termine ’étape 3.
Dans le cas [ =i la relation (R) est immédiate. Supposons désormais [ > i.
On note Y = Y,4(T"), Y2 = Y, u(T") et YO =Y, 5(T"). Pour a € {0,1,2} soit
T, la différence de hauteur entre les deux colonnes du diagramme Y* :

— 71 cases : T cases : _
— — ro cases

* E'tape 4.

Montrons qu’on a 71 < 7y et 'égalité ro = 1o — 7.

Le diagramme Yyl = Y, /Z(f ") est la forme du sous-tableau T /i (en remettant les
lignes dans 'ordre décroissant des longueurs de haut en bas). Soit j" € {i+1,...,{}
une entrée du tableau 77, /i- Supposons j' € Cz(f ). Alors on a par hypothese
pjs ¢ 1I;. Ainsi le numéro voisin a gauche de j' dans T appartient a I’ensemble
{i,...,l}. De plus ce numéro ne peut étre i. En effet le numéro voisin a droite de
i dans T" , il existe, est le numéro voisin a droite de 7 dans 1”. Ce numéro est
donc supérieur a7, donc a j (car j <1 <7). Le numéro voisin a gauche de 5’ dans
T appartient donc a I'ensemble {i+ 1, ..., 5’ — 1}, ainsi c’est encore une entrée du
tableau 7" 1i- 11 suit que la ligne du sous-tableau T 1/i contenant j' a longueur 2.

Soit j' € {i+1,...,I}NCy(T"). Ainsi j' est une entrée de la premiére colonne du
tableau T "17i- On a par hypothese j' <7+ i donc j° admet un numéro j” voisin a
droite dans 7" tel que j” < 4’. On a d’autre part 5’ ¢ {i,7} donc (5, j”) forme en-
core une ligne du tableau T’ , puisque ce dernier s’obtient d’apres 77 en échangeant
1 et 7. Il résulte que les lignes de Y!de longueur 1 correspondent exactement aux
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numéros j' € {i +1,...,1} N Cy(T") dont le numéro j” voisin & droite dans 7" est
contenu dans 'ensemble {I +1,...,7 — 1}.

Soit j' € {i + 1,....,1} N CL(T") dont le numéro j” voisin & droite dans 1" est
contenu dans l'ensemble {l +1,...,7" — 1}. Alors j” forme une ligne de longueur 1
du sous-tableau T° "m/l-

11 résulte : & chaque j/ € {i + 1,...,1} N C1(T") induisant une des 71 lignes de
longueur 1 du diagramme Yl correspond j” qui induit une ligne de longueur 1
du diagramme }72, tel que (j’,5”) forme une ligne de longueur 2 du sous-tableau

myi» donc du diagramme YO, 11 suit :

’171 S?Q et 770:?2—771.
Cela conclut 'étape 4.
On note Y1 = Yl};, Y? = YTZ/Z et YO = Yn{/i. Pour a € {0,1,2} on note 7, la
différence de hauteur entre les deux colonnes du diagramme Y :

Y2 = Yo =
— 7T, cases : Ty cases :
— — Ty cases

Yl

* Etape 5 : Fin de la démonstration :

D’aprés la proposition onaY! <YL Il suit: 7 > 7. On a d’autre part
par hypothese Y? = Y? et 7y < 7. D’apres la proposition [15.8.1}(b), on obtient
7t > 7o — 1. 1l résulte : g > 19 — 71 = 1o, d’on YO - YO

On a finalement établi la relation (R) :

Yo i(T') = Y,E i

La démonstration de 'affirmation est désormais complete. O

On poursuit la démonstration de I'implication du théoreme, en distinguant deux
cas : on suppose d’abord 7 < m, puis j > m.

15.8.3. Casj <m

En vertu de l'affirmation précédente, on peut supposer ¢ maximal dans 1’en-
semble {3, ..., j —1}NC1(T") pour Pordre <7+. D’apreés le lemme [15.3.5] 'ensemble
J;j—1 est non-vide. Par maximalité de ¢, il suit : p;, € J;_;. Comme on a par
hypothese p; € I;, le lemme [15.3.5 donne : f;_1(p;) € N—{0}. D’apres[15.3.2](b),
'algorithme n’échoue pas en j. (D’ou : j > m.

On est alors dans le cas (A) de la section avec 1 = 7. Soit 1" le tableau
obtenu d’apres 1" en échangeant 7 et j. La plus petite entrée située dans deux
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colonnes distinctes des tableaux T et T est strictement supérieure a 7. D’autre
part algorithme relatif au couple (I7, T) échoue lui aussi en m, (cf. .

L’hypothese de récurrence s’applique au tableau T' et il existe [ < m tel que
Youu(T') = Y.

Comme dans la démonstration de I'affirmation, si on suppose [ < ¢ ou bien [ > 7,
alors on a clairement ’égalité Y,, /Z(YN’ ") = Y,,(T"). Sion suppose qu'on a l'inégalité
[ > 1 et que 7 n’a pas de numéro voisin a sa droite dans 7" ou bien a un numéro 7’
a sa droite vérifiant i > m, alors on a encore 1’égalité Ym/l(f’) =Y, (T"). Dans
ces trois cas, il suit la relation Y, (T") > YT it

On suppose donc désormais :
(a) onai<l<j,
(b) le numéro i admet un numéro i’ a sa droite dans 7", qui vérifie i/ < m.

On a j < i : cela a été justifié dans et traduit par le fait que le tableau f’,
dont, le couple (j,7") forme une ligne, reste lignes-standard.

Comme dans la démonstration de 'affirmation, il suffit d’établir la relation :

(R) : Y i(T7) = YT

Supposons en effet (R) avérée. Comme ¢ € Cy(T'), d’apres |15.8.1(a), on déduit :

#02(YTm/z> = #CZ(YTm/i—l)-
D'ou :
Yojict (T7) = Y, 1.

On a d’autre part I'égalité Y, /;—1(T") = Yy i—1 (17). 1l résulte :
Yojict(T") = Y,y

La relation (R) est établie exactement comme on prouve la relation qui porte
le méme nom dans la démonstration de I’affirmation, en remplagant simplement

le caractere ‘27 par la lettre “j7.

Cela complete I'étude du cas j < m. O

Il reste a traiter le cas 7 > m.

15.8.4. Cas j > m.

Par définition de j, on a py ¢ I; pour tout ¢’ € {i,...,m}. En vertu de laffirma-
tion, on suppose ¢ maximal dans I'ensemble {i,...,m — 1} N C1(T") pour l'ordre
<7r. D’apres le lemme I’ensemble J,,,_; est non-vide et par maximalité de
itonap; € Jy,_1. Siiadmet un numéro voisin a sa droite dans 7”7, alors on note
7" ce numéro. Sinon on pose i’ = co. Comme 7 est encore dans la seconde colonne
du tableau obtenu apres la (m — 1)-éme étape de 1'algorithme, on a i/ > m. On
distingue deux sous-cas : i = m ou i’ > m.
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(1) Premier sous-cas : i' = m.
Nous allons établir la relation de dominance :

Yosict(T') = Y, 1y

Donnons-nous [ € C1(T)N{i+1,...,m—1}. Pour construire 6, le [-eme tableau
de I'algorithme, d’apres 6;,_1, le précédent, on insere tout d’abord [ dans la seconde
case de la p;-eme ligne de 6;_;. Un tableau intermédiaire 6] est ainsi formé. Ensuite
on déplace vers la gauche un numéro ¢; de la seconde colonne de §] ayant une case
libre & sa gauche dans 6] et 6, est le tableau ainsi obtenu. D’apres (2C-1) on a
iy € C1(T"). Comme i est le premier numéro dans deux colonnes distinctes de
T" et T, on a 6;—1 = T);_; (cf. lemme .(a)) et les éléments de I'ensemble
Ci(T") N {1,...,i — 1} figurent dans la premiere colonne du tableau 6;_;. Il suit
1; > . En outre i; # ¢ puisque ¢ n’a pas encore été replacé dans la premiere colonne
du tableau obtenu apres la (m — 1)-eme de l'algorithme. Il suit : 4, € {i +1,...,1}.

Par maximalité de 7 on a i; <7 i. On suppose m = 7/, autrement dit m est le
numéro voisin a droite de ¢ dans 7”. D’apres la définition de I'ordre <7, il suit
que ¢; a un numéro 7; voisin a sa droite dans 7" et i; < m. Ainsi le couple (4, 17;)
forme une ligne de longueur 2 dans le tableau T|’m /i

Finalement a tout [ € C1(T) N {i + 1,...,m — 1}, on a associé une ligne de
longueur 2 du tableau "m Jir La construction est clairement injective. Il suit :

H#CU(Timyi) < #Co(T),,0)-

Le lemme [10.4.1] implique facilement I'inégalité #C’Q(Yﬂm/i) < #CO (Timp)- 11
suit :
#Co(T i) = #Co( Tinays).

En outre, comme i € Co(T) N C1(T"), on a les égalités
#Co(Thin) = #Co(T1,,) + 1 et #C, (M Tijic1) = #Co( Timys)
(la premiere est immédiate, la seconde provient de [15.8.1/(a)). On obtient donc :
#Co( |/m/'£71> > #02(YT\m/z‘—1)-

Par définition, la hauteur de la seconde colonne du diagramme Y, /;—1(1") vaut
#C5(T},,/;,) tandis que la hauteur de la seconde colonne du diagramme yr Jic1

vaut #C’g(yﬂm/i,l). Il résulte la relation annoncée :
Yosict(T') = Y, 5 1

L’étude du sous-cas i’ = m est achevée.

(2) Second sous-cas : i > m.
Montrons tout d’abord que I’algorithme n’échoue pas a I’étape 7 + 1. Rappelons
qu’on suppose i < m, il suit : i + 1 < m. En particulier i + 1 # 4. Il résulte que
les numéros ¢ et ¢ + 1 ne figurent pas dans la méme ligne de 7T’, autrement dit
on a p;+1 # p;. D’autre part on suppose j > m ou j € {i + 1,...,n} est minimal
tel que p; € I;. Il suit : i +1 < j et piyy & I,. Ala (1 4+ 1)-eme étape, le numéro
1+ 1 doit étre inséré dans la p;1-eme ligne du tableau 6;. Les lignes non-vides de
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0; sont les lignes de numéros p € I; et la ligne contenant ¢, qui porte le numéro
p;. D’apres ce qui précede i + 1 est insérée dans une ligne vide de 6; et d’apres
(2C-A) il résulte i + 1 € C1(T"). En vertu de|15.3.2,(b) 'algorithme n’échoue pas
a l'étape 7 + 1.

Notons a; < ... < a, les entrées de la premiere colonne du tableau T et notons
b1 < ... < b; les entrées de la seconde colonne de 1. On a ¢ = b, pour un certain
ke {l,..,7}. Il existe k € {1, ...,r} maximal tel que a, < i.

Notons Y le diagramme de Young rectangulaire a r lignes et deux colonnes.
Le diagramme Y a donc = 2r cases. Ainsi les tableaux T’ et T sont des
numérotations partielles de Y. Notons Tv|’m le tableau obtenu d’apres 17 en re-

tirant les numéros by, ..., b, =1 et m+1,...,n. Le sous-tableau T"m est encore une

numérotation de Y. Soit 7' le tableau obtenu d’apres T en retirant les numéros
bi,....,bs = i et en déplagant vers le haut les numéros restants de la seconde
colonne, de sorte que le nouveau tableau soit un tableau de Young :

ai |by

~
I

br

Qy

Soit T}, le sous-tableau obtenu d’aprés 7' en retirant les entrées m + 1, ....n. Le
tableau T|m est encore une numérotation partielle de Y.

On ajoute des numéros m + 1,...,2r + ' au tableau 77 . de telle facon qu’on

Im’
obtienne un tableau 7" de forme 17, dont les lignes sont croissantes de gauche a
droite. De méme, on ajoute des numéros m+ 1, ..., 2r + £’ au tableau T}, de telle
facon qu’on obtienne un tableau T de forme EA/, dont les lignes et les colonnes sont
croissantes respectivement de gauche a droite et de haut en bas. Les tableaux T
ont T méme forme Y et mémes entrées. Soit

E={1,.. . n+r"}—{b,....00} ={a1 <as < ... < ay <it+l <i+2<..<n+rk'}

leur ensemble d’entrées commun.

Considérons I’(unique) application strictement croissante o : {1 ,n}y— E.En
appliquant ¢~! on re- numerote les cases des tableaux 7" et T de 1 & 7. Modulo
Paction de o les tableaux 77 et T sont vus comme un tableau lignes-standard et
un tableau standard de méme forme et on peut appliquer 'algorithme au couple
(T\’,f). Soient (/9\1,52, s é’\l, ... (I € FE) les tableaux construits étape apres étape
apres avoir inséré les numéros I’ € F, " < [ et soient ﬁ (I € E) les fonctions indice.
Posons |i] = a,. D’apreés [15.3.2](a) D'algorithme n’échoue pas jusqu’a I'étape |i]
et le tableau §U | est obtenu d’apres ¢; en retirant les entrées by, ..., by = @ et les
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indices fi(p) et fu 1(p) coincident pour p ¢ I, :

) (

ar b ! a 0
I : 0

o |
bﬁl_l . 0
I 0

Qg ) \ o
1 | « p;-eme ligne — o0
o o

0; 0]

Dans les étapes suivantes les numéros i+1, i+2, ... sont insérés dans les tableaux
0; et QLZ |, de cette maniere on construit les tableaux 0ii1,0;10,... d'une part et
HZH,GHQ, ... d’autre part. Les tableaux ‘9Lz | et 0; different uniquement par leurs
lignes de numéros p € I; U{p;}. Comme les entrées de i+ 1 & m sont insérées dans
des lignes distinctes des précédentes, on obtient facilement ces propriétés :
— L’algorithme relatif au couple (’f " T ) n’échoue pas lors de I'insertion de | <
m — 1. N
~Pourle E,l<m-—1etp¢[;U{p;}, les p-eme lignes des tableaux 6; et 6,
coincident et on a I'égalité fi(p) = ﬁ(p)

Ensuite m doit étre inséré dans la p,,-eme ligne du tableau @n_l Onam—1€F
d’apres 1'observation : m — 1 > 4. Ainsi le tableau é\m_l est bien-défini. D’autre
part les p,-éme lignes des tableaux 6,, | et gm,l coincident et on a 1’égalité
fm-1(pm) = fm_l(pm). Comme ’algorithme relatif au couple (7", T") échoue en m,
il suit que ’algorithme relatif au couple (f’ , f) échoue lui aussi en m.

L’algorithme relatif a (f’ , T\) échoue strictement plus tot que le premier. L’hy-
pothese de récurrence s’applique donc. Pour [ < m soit T im/1 le sous-tableau
obtenu d’apres T' en retirant les numéros I' € E tels que ' < L ou ' > m.
Soit Y, (T ") le d1agramme de Young induit par le sous-tableau T im/1, all sens
i

numéros I’ € F tels que I’ <loul > m. Smt T|m/l le tableau de Young obtenu

. De méme soit ﬂm/l le tableau gauche obtenu d’apres T en retirant les

d’apres T|m/z par jeu de Taquin et soit yT m) le diagramme de Young dont ﬂm/l a
la forme. Alors I’hypothese de récurrence implique 'existence de [ < m tel qu'on
ait la relation de dominance :

Sil > i, alors on a les égalités f’\m/z = T|’ s et ﬁm/l = Tjm1- D’ot : Ym/l(f’) =
Yo (T') et yT il = Y . On obtient alors la relation de dominance :

Youu(T') > Ym/l.
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Ce qui complete I’étude du point (2) dans ce cas de figure.

Supposons ensuite | < ¢ et montrons qu’on peut se ramener au cas [ > 1
précédent. Dans ce but on compare Y, /l(f’ ) avec Y, /i(f’ ) d’une part et Yﬁm/l
avec Yﬁm/i d’autre part.

D’apres ( ), on a #C’g(yiﬂm/l) > #0,(Y |m/z) D’autre _part, soient 1
et 7o les hauteurs des secondes colonnes des dlagrammes Ym/l(T’) et Y‘m/l(T)
respectivement. La relation de dominance Ym/l(T N o= YT m/l S ’écrit aussi : T >

#02( |m/l) Le tableau T im/i est obtenu d’apres T"m/l en retirant certains
numéros parmi ai, ..., . Ces derniers appartiennent tous a la premiere colonne
du tableau 7" et leurs numéros voisins & droite dans 7’ sont tous strictement
plus grands que m. Les lignes induites par ces numéros dans le diagrammes
Ym/l(f ") ont donc toutes longueur 1. Il suit : 75 = 7. On obtient donc la re-

lation 75 > #Cy (¥ ‘m/l) Il résulte :
et on est ramené au cas [ > 1.

Cet argument acheéve ’étude du point (2) et I’étude du cas m < j. O

Dans tous les cas on a trouvé [ < m tel qu’on ait la relation :
Yo l(T') = Y,0 .

Cela complete le raisonnement par récurrence. La démonstration de 'implication
(c)=>(b) du théoreme est désormais complete. O
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Chapitre 16 . RETOUR SUR LE CAS CROCHET :
UN CRITERE ALGORITHMIQUE

Dans les cas deux-lignes et deux-colonnes, nous avons défini une notion de
constructibilité d’un tableau lignes-standard 7" selon un tableau standard 7. Bien
str les deux notions de constructibilité coincident dans le cas de tableaux ayant
a la fois deux lignes et deux colonnes.

Dans cette section, on suppose le diagramme Y = Y (u) de type crochet et on
définit une telle notion de constructibilité pour les tableaux de forme Y. Soit r la
hauteur de la premiere colonne de Y et soit s la longueur de la premiere ligne de
Y. On a delasorte r+s—1=n.

16.1. Une notion de T-constructibilité

On fixe un tableau standard 7" € 7(Y) et un tableau lignes-standard 7" €
T'(Y).

Notations. Soit © le diagramme rectangulaire a r lignes et s colonnes :

- - 3\

O= | r lignes

e —
-~

s colonnes

Les lignes de © sont numérotées de 1 a r de haut en bas et les colonnes de © sont
numérotées de 1 a s de gauche a droite. Le tableau 7" peut étre vu comme une
numérotation partielle de 6.

Soit # un tableau obtenu en numérotant certaines cases de © (par exemple
0 =T ou # = T’ mais le tableau 6 peut ne pas avoir la forme d’un diagramme de
Young). Pour p > 1 on note L,(¢) 'ensemble des numéros de la p-eme ligne de 6.
Pour ¢ > 1 on note C,(f) 'ensemble des numéros de la g-eme colonne de 6 et on
note en outre n,(f) le cardinal de C,(9).

Pour ¢ € {1,...,n} soit p; le numéro de la ligne de T" qui contient 1.

On définit un algorithme qui vise a reconstruire le tableau 7" comme terme final
d’une suite de tableaux 6, 5, ... obtenus en insérant successivement les numéros
1,2, ... dans le diagramme O, suivant certaines regles qui dépendent de T'. L’al-
gorithme peut échouer. Si I’algorithme réussit, alors on dira que le tableau 7" est
T-constructible.

Pour i € {1,...,n} le tableau 0; satisfait aux propriétés suivantes :
On note v; le numéro de la premiere colonne de ; dont la premiere case est vide.
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(C-A) Les numéros de la premiere colonne de 6; sont rangés dans I’ordre croissant.

Pour tout p € {1,...,r} on a Ly(0;) = L,(T},).
(C-B) Pour q € {1, ..., s} on al'égalité ny(6;) = ny(7};).
(C-C) La (v; + 1)-eme colonne de 6; est vide.

Pour i € {1,...,n} supposons qu'on a construit un tableau 6,_; satisfait a ces
propriétés. Le tableau 6;_; a donc I'aspect suivant :

Yi-eme colonne Yi-eme colonne
* [k | * * | x| *
Hi_l =| % ou ei—l = | *
* *

En effet il résulte facilement des axiomes que la différence entre les tableaux 6;_;
et T|’i_1 concerne au plus un numéro, les autres occupent la méme place dans les
deux tableaux.

On forme le tableau 6; a partir de 6;,_; en insérant ¢ suivant la regle suivante.
Notons ¢! € {1, ..., s} le numéro de la colonne de T qui contient i. D’apres (C-B)
et (C-C) on a g € {1,7i_1,7-1+ 1}. On décrete le cas d’échec suivant :

(Premier cas d’échec) Si qI = v;_1 + 1, alors lalgorithme échoue.

Supposons ¢! < v;_1, de sorte qu'un échec de ce type ne survient pas en i. La
pi-eme case de la 7;_1-éme colonne de 6;_; est toujours libre, on y insere 7. Soit 6!
le tableau ainsi obtenu. Par exemple :

k| k| % |1 * | % | % * [ % | x| 7 * | x| %
/ * / * / * / *
0, = ou ¢; = ou 0; = ou 0; =
7 )
* * * *

On distingue deux cas :
(1) Supposons ¢! = ;1. On pose 6; = 0.

(2) Supposons y;_1 > 1 et ¢/ = 1. On décrete le cas d’échec suivant :

(Second cas d’échec) Si les r — 1 derniéres cases de la ~y;_1-éme colonne
du tableau intermédiaire 0, sont vides, alors [’algorithme échoue.

Supposons que ce second cas d’échec ne se produit pas. Certaines des
r — 1 dernieres cases de la v;_;-éme colonne de ¢} sont donc non-vides,
parmi celles-ci on choisit celle qui est située le plus haut et on déplace
le numéro qu’elle contient vers la gauche jusqu’a la premiere colonne. On
note 6; le tableau ainsi obtenu.
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Par exemple, si 0] est comme dans le dessin précédent, on obtient :

* | k| %2 * | k| % A ENERN * | k| %
L * * *
0, = ou b; = ou b; = ou b; =
1 1
* * * *
échec! pas d’échec pas d’échec pas d’échec

Les propriétés (C-A), (C-B), (C-C) sont clairement satisfaites par le nouveau
tableau 6;.

Si aucun échec ne survient durant I'exécution de ’algorithme, alors on obtient
un tableau final 0,, d’entrées 1, ...,n. D’apres (C-A) et (C-B) on a 6, = T". On dit
alors que 1" est T-constructible.

Exemple.
(a) Supposons
11314 21415
T=|2 et T'=|3
n 1
On obtient successivement o
2 2
3
1 1 1
01 02 03

Il y a un échec de premier type a 1’étape 4. En effet 4 appartient a la troisieme
colonne de T (autrement dit ¢ = 3) et on a 3 = 2.
(b) Supposons

11215 11314
T=|3 et T'=|5
n 2
On construit o N
1 1 113 1134
2 2 2

0, 0, 0 0,
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Il y a un échec de second type a I'étape 4. En effet aucun numéro de la derniere
colonne de ¢ ne peut étre décalé vers la gauche.
(c) Supposons maintenant

1134 21315
T=|2 et T'=|4
5 1
On construit o o
2 213 213 21315
41 14
1 1 1 1 1
th 0 05 04 05

Aucun échec ne survient et le tableau final 05 coincide avec T”. Le tableau 71" est
donc T-constructible.

On relie maintenant le fait que 7" est T-constructible a une propriété relative
au couple (7",T) déja évoquée, qui fournit un critére pour dire que le drapeau
Fp: appartient & la composante K7 (cf. théoreme [13.1)).

16.2. PROPOSITION

Supposons Y = Y (u) de type crochet. Soit T € T(Y) standard et soit T €
T'(Y) lignes-standard. Soient ay = 1,as, ..., as les numéros de la premiere ligne
de T. Soient a},ay, ...,a. les numéros de la premiére ligne T". Le tableau T" est
T'-constructible si et seulement si on a a;_, < a, < a;, pour tout q € {2, ...,s}.

Démonstration. Si un échec survient a I'étape i € {1,...,n} de 'exécution de
'algorithme relatif au couple (77, T), alors on a facilement :

— si I’échec est de premier type, alors i € {ao, ..., as}.

— si I’échec est de second type, alors i € {a}, ...,a.}.

Supposons maintenant que 1’algorithme n’échoue pas durant ses ¢ — 1 premieres
étapes et voyons a quelle condition un échec survient en i.

(1) Supposons i = a, pour q € {2, ..., s}. A quelle condition un échec de premier
type se produit-il en ¢ 7
Si a; > aq, alors il existe ¢ € {1,..., s} minimal tel que a;, > a,. Sinon on pose
¢ = s + 1. Les numéros aj,...,a;,_; forment la premiere ligne du tableau 6;
obtenu apres 'étape i — 1. On a donc v;_1 = ¢’. Ainsi, un échec de premier type se

produit en i si et seulement si on a ¢’ < q. Cela équivaut a la relation : a;, < aj_;.

(2) Supposons i = a; pour ¢ € {2, ..., s}. A quelle condition un échec de second
type se produit-il en 7?7
On a y;_; = ¢. Soit ¢/ le numéro de la colonne de T' contenant i. Comme déja
vaon a ¢ € {1,¢q,q + 1}. Un échec de second type se produit si et seulement si
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on a ¢; = 1 et la g-éme colonne de 6;_; est vide. D’apres (C-B) cela équivaut a la
relation aj > a,.

Finalement l'algorithme échoue si et seulement si on a a;, < a;_; ou a; > a,
pour un certain g € {2, ..., s}. La démonstration est compléte. O

En combinant cette proposition avec le théoreme [13.1, on déduit une autre ca-
ractérisation des points fixes des composantes irréductibles de la fibre de Springer
B, dans le cas ou ’endomorphisme u est de type crochet.
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UN THEOREME RECAPITULATIF

Les théoremes [13.1] [14.2] et [15.2] peuvent finalement étre résumés par 1’énoncé
suivant.

THEOREME. SoitY =Y (u). SoitT € T(Y) un tableau standard, définissant une
composante irréductible KT C B,. Soit T' € T'(Y) un tableau lignes-standard,
définissant le drapeav Fpr € B,. Pour 0 <1 < j < n soit Y;;(T") le diagramme de
Young associé au sous-tableau T|’j/Z et soit Yﬁl la forme du tableau de Young obtenu
a partir du sous-tableau gauche T);,; par jeu de Taquin. Supposons le diagramme
de Young Y de type crochet, deuz-lignes ou deux-colonnes.

Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Le drapeau Fr: est contenu dans la composante K7 .
(b) Le tableau T' est T-constructible.
(c) On a la relation de dominance Y;;;(T") = Y]:Z pour tous i,j € {0,...,n}
vérifiant i < j.

Ces trois exemples suggerent que pour un diagramme de Young Y quelconque
et un tableau standard 7' € 7 (Y') :

(1) On peut définir une notion de T-constructibilité des tableaux lignes-stan-

dards T" € T'(Y).

(2) Pour 7" € T'(Y), 'appartenance du drapeau Fr & la composante K7 est
liée a la constructibilité de T".
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Quatrieme partie
Cellules de Schubert intersectées
avec les composantes des fibres de Springer

dans les cas crochet et deux-lignes

Nous construisons des décompositions cellulaires des composantes de la fibre
de Springer dans les cas crochet et deux-lignes. Nous en déduisons un calcul de
la dimension d’une intersection finie de composantes.

Cette partie contient les trois chapitres suivants.

Chapitre. 17. CELLULES DE SCHUBERT INTERSECTEES AVEC
LES COMPOSANTES DE B, DANS LE CAS CROCHET.
DIMENSION D’UNE INTERSECTION DE COMPOSANTES

Chapitre. 18. CELLULES DE SCHUBERT INTERSECTEES AVEC
LES COMPOSANTES DE BB, DANS LE CAS DEUX-LIGNES

Chapitre. 19. DIMENSION D’UNE INTERSECTION DE COMPOSANTES
DANS LE CAS DEUX-LIGNES

Rappels. Posons toujours Y = Y (u). Une base de Jordan de forme Y (cf. §4.5.2)
est supposée fixée. Soit H C GL(V) le tore des automorphismes diagonaux dans

cette base. A un tableau lignes-standard 7" € T” (Y) on associe le drapeau Fp €
B, fixé par H (cf. §4.6)) et la cellule de Shimomura S, (7") C B, qui contient Fr

(cf. §7.1.5). D’apres le lemme [7.1.4] il existe H = (h;);exx C H un sous-tore de

rang 1 régulier, dont 'action stabilise B,, et tel que :
ST ={F € B, : limy, hy.F = Fri}.
Soit T' € T (Y') standard. La composante irréductible K7 C B, est stable par H'.
On a I’équivalence (cf. lemme :
SATYNK! #£ 0 Fro€ S,(T).

L’intersection S, (T") N KT est d’autre part donnée par 1'égalité

S TYNK' ={F € K" : limy hy. F = Frr}.
En particulier I'intersection S, (7") N KT est connexe.

Dans cette partie on suppose le diagramme Y de type crochet ou deux-lignes.
Alors, d’apres les chapitres 13, 14 et 16, nous connaissons les points fixes contenus
dans K7 (ils correspondent aux tableaux lignes-standards T-constructibles), donc
nous connaissons les cellules de Schubert qui intersectent K7. Lorsque Y est de
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type crochet ou deux-lignes, les composantes irréductibles de B, sont lisses (cf.
[5]). D’apres le théoréme si l'intersection S, (T") N KT est non-vide, alors on
a

KT NS, (T") = A" (™),
L’un de nos buts, dans cette partie, est de calculer la dimension d” (T”).

Pour ce faire, on se donne tableau T-constructible 77 € 7'(Y') et on construit :
— deux ensembles I7(T") Cc I(T,T") C {1,...,n},
— un ouvert W(T,T") € KT contenant Fr et isomorphe & k') tel que
S.(T") N KT s'obtient comme le sous-espace k! (T) ¢ E/(TT")
(ot on note k! 'ensemble des fonctions f : I — k pour tout ensemble I).

Lorsque Y est de type crochet, 'ouvert W(T,T") ne dépend pas de T et on
obtient une description de l'intersection de S,(7”) avec plusieurs composantes.
On déduit la dimension de 'intersection de ces composantes.

Lorsque Y est de type deux-lignes, on décrit 'intersection de S,(7") avec plu-
sieurs composantes dans le cas ou 1" est un tableau standard. On déduit la dimen-
sion d’une intersection finie de composantes. Cette méthode demande beaucoup
de calculs. Elle s’appuie sur I'algorithme de T-construction (cf. .

Références bibliographiques. Dans , F. Fung calcul les nombres de Betti des
composantes de B, et les nombres de Betti d’une intersection de deux composantes
dans les cas crochet et deux-lignes, en étalissant un lien entre la géométrie des
composantes et la théorie de Kazdhan-Lusztig dans ce cas particulier.

Dans , P. Lorist décrit les composantes de B, dans le cas ou Y a deux lignes
de longueurs s > 2 et § = 2. La méthode employée est similaire a la notre : elle
consiste a calculer les intersections d’'une composante de B, avec les cellules de
Schubert de la variété drapeau.

Les composantes de type crochet sont bien connues (cf. . Nous avons tenu
a faire figurer I’étude de ce cas parce que cela permet d’appliquer la méthode de
calcul tout d’abord dans un contexte plus favorable avant de ’appliquer au cas
deux-lignes, qui est plus difficile. D’autre part cela permet de souligner quelques
points communs et dissemblances avec le cas deux-lignes.
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Chapitre 17 . CELLULES DE SCHUBERT INTERSECTEES AVEC
LES COMPOSANTES DE B, DANS LE CAS CROCHET.
DIMENSION D’UNE INTERSECTION DE COMPOSANTES

Dans ce chapitre on suppose le diagramme Y = Y (u) de type crochet. Soit r le
nombre de lignes de Y et s le nombre de colonnes. Ainsi la premiéere ligne de Y a
longueur s et les r — 1 suivantes ont longueur 1.

S cases
P SN

r cases : =Y

Nous énongons les deux théoremes suivants. Le premier théoreme décrit 'inter-
section d’une composante irréductible K7 C B, avec une cellule de Shimomura

S, (T") (cf. §715) :

17.1. THEOREME

Supposons Y = Y (u) de type crochet. Soit T € T(Y) standard et soit T €
T'(Y) lignes-standard. Notons 1 = a1 < as < ... < as les entrées de la premiére
ligne de T et a} < @), < ... < a’ les entrées de la premiére ligne de T". On suppose

ag < ag <ay, Vge{l,.., s}
Alors la composante KT contient le drapeau Fri et Uintersection S, (T")NKT avec

la cellule S,(T") est isomorphe a Uespace affine AT gpec

S

d"(T') = dim S, (T") = > (a}, — a,).

q=2

Observons que ce théoreme permet de compléter la preuve du théoreme [13.1]

Ezemple. Supposons

11315 21415
2 1
T =1 et T =
4 6
6 3

On a dim S, (T") = 4 (cf. §7.2.2). D’apres le théoreme le drapeau Fr» est contenu
dans la composante K7 et on a S,(T") N KT = A3,

Le second théoreme donne la dimension d’une intersection de composantes.
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17.2. THEOREME
Soient T, ..., Ty € T(Y) des tableauz standards et soient 1 = a\™ < ai™ <

o < agm) les entrées de la premiére ligne de T,, pour m € {1,...,1}. L’intersection
entre les composantes irréductibles K™, ..., K™ est non-vide si et seulement si la
condition

Max(afﬁ% 1<m<I)< Min(aém) 1<m<l) Vge{2,.. s}

est satisfaite. Alors on a ’égalité

s

codimg, KI'n---Nn KT = Max(al™ : 1 <m < 1) — Min(a™ : 1 <m <1)).
u q q

q=2
Ezemple. Supposons
1134 11215 11315
Ty =12 T, =3 et Ty5=|2
5 4 4

D’apres le théoreme, 'intersection entre les composantes K7t K72 et K3 est
non-vide et de dimension 1.

DEMONSTRATION DES THEOREMES

Nous fixons un tableau standard 7' € 7 (Y) et un tableau lignes-standard 7" €
T'(Y).

Notations. Soient 1 = a; < as < ... < a4 les entrées de la premiere ligne de T
Solent @} < af < ... < a/, les entrées de la premiere ligne de 7" et b}, ..., b les r — 1
dernieres entrées de la premiere colonne.

/ / /!
1 Qg |+ Qg al a2 as
/ * ! /2
T = et 1" =
/
. b,

On pose A" = {a; : 1 <q<s}et B'={b,:2<p<r} Soit
I(T)={be B":b>d}.

Nous allons d’abord montrer que les deux théoremes s’obtiennent comme con-
séquences de la proposition suivante.
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17.3. PROPOSITION
(a) La cellule S,(T") C By s’écrit (indépendamment de T')

Su(T") = Speck[¢ i€ I(T"); n; - 5 € J(T'))]
ou J(T") est un certain ensemble fini.
(b) On suppose
ag < ag <ay, Vge{l,.., s}
Alors le drapeau Fr est contenu dans la composante K*. L’intersection S,(T") N

KT est le fermé de S (T") formé par les zéros des coordonnées (; pour i € I(T")
vérifiant a, <1 < aj avec q € {2, ..., s}.

11 est facile de voir que le théoreme [17.1] résulte de la proposition. Montrons le
second théoreme.

17.3.1. Démonstration du théoréme

Supposons l'intersection K7t N ... N KTt non-vide. D’apres le lemme [12.1.2] il
existe T" € T'(Y) tel que Fr € KT pour tout m € {1,...,1}. Notons a}| < ... < d’,
les entrées de sa premiere ligne de T". D’apres §13.1, on a a,_; < aém) < a; pour
tous g € {2,...,s} et m € {1,...,1}. Il résulte :

Max(affﬂ 1<m<I)< Min(aém) 1<m<l) Vge{2,..,s}.

Inversement supposons cette inégalité vérifiée. Posons a; = 1 et, pour ¢ €

{2,...,s}, posons a, = Max,, (ay™). Soit T € T(Y) le tableau standard dont

ai, ...,as sont les entrées de la premiere ligne. On a alors a,—; < aém) < a4 pour

tous ¢ € {2,...,s} et m € {1,...,1}. D’apres la proposition Il résulte : Fr €
K™ pour tout m € {1,...,1}.

On a dim S, (T') = dim B, (cf. remarque[7.2.2). Avec les notations de §17.3/(a),

le fermé S, (T)N K™ N---N K" C S,(T) est Pensemble des zéros des fonctions

pour i € I(T) vérifiant ay™

m € {1,...,1}. Il suit :

< i < a, pour un certain ¢ € {2,...,s} et un certain

dim S,(T) N K™ -+ N K™ = dim B, — Y (a, — Min,(a{"™))

q=2
D’ou :

codimg, K™ (- N K™ > %~ (Maxy(af™) — Ming, (af™)) .

q=2

Supposons maintenant 7" € 7'(Y) quelconque tel que l'intersection S, (7") N
KT ... N K" soit non-vide. On note a}, ..., a, les entrées de la premiere ligne

de T". 1l suit aj, > Maxm(aém)) pour tous m, q. D’apres §17.3[ nous avons

dim S,(T") N K™ N N K" = dim 5,(1") = ) (¢}, — Min,(af™))

q=2
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d’ou
S

dim S, (T") N K" N+ N K" <dim B, — Y (Max,(al™) — Min,, (a™)) .
q=2

La dimension de l'intersection K7 N ---N K1t g’obtient comme le maximum des
dimensions des intersections S, (T")N K N---N K™ pour T € T'(Y). Il résulte
I'inégalité

codimg, KT n---N KT < Z (Maxm(agm)) - Minm(agm)))

q=2

d’ou finalement 1’égalité annoncée. O

Il reste a montrer la proposition [17.3]

17.4. Démonstration de la proposition [17.3

Nous omettrons quelques détails dans la démonstration. Nous voulons surtout
faire ressortir la trame du raisonnement car elle est commune au cas deux-lignes
étudié ensuite.

17.4.1. Certains ensembles d'indices
Posons par convention : a, , = as41 = n + 1. Pour illustrer les définitions,
considérons les tableaux de 1’exemple :

1135 2145
2 1
T =" et T =
4 6
6 3

Ensembles 1(i), [(T"), IT(i), I"(T") C B'.
Soit i € A’. On a i = a avec q € {1,...,s}. On pose
I(i) ={a, +1,...,a;,, — 1}
et I"(i) ={a,+1,...,a011 — 1}
On a donc 17 (i) C I1(i) C B’. On pose d’autre part I(i) = I (i) = () pour i € B'.
On obtient ainsi
0Ty = | '@ =16
€Al i=1
ou I(T") est ’ensemble de la proposition. On pose :
Ty = | 1"().
€A’

Ezemple. Si T et T' sont les tableaux ci-dessus, alors on obtient I(2) = {3},
I7(2) = I(4) = I"(4) = 0, I(5) = I7(5) = {6}
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Ensembles J(i), J(T") C B'.

Pour i = bj, € B’ on pose

J(@) ={je{b, 1,0} :j>i}
On pose d’autre part J(i) = @) pour i € A et
J(T) = | | J6).
ieB’

Ezemple. Si T et T' sont les tableaux ci-dessus, alors on a J(1) = {3,6} et
J(6) = J(3) = 0.

Ensemble JT(T") C B’ et fonction v : JT(T") — A'.
On pose :

JHT) = |_|{1€ B :a,<i<a;—1}.
q=1

Soit i € JT(T"). On a donc aq <4 < a, — 1 pour ¢ € {1, ..., s}. On pose (i) = a.
On obtient ainsi une fonction v : JX(T") — A’

Ezemple. Si T et T" sont les tableaux ci-dessus, alors on a JT(T") = {2,4} et
7(1) = {2} et 4(3) = {4}.

En utilisant §4.5.1] et §7.2.2] on montre par un argument simple de dénom-
brement :

17.4.2. LEMME

On a les égalités :
(a) FIT(T) +#JT(T") + #J(T') = dim B,
(b) #I(T")+ #J(T") = dim S, (T").

17.4.3. Certains sous-groupes de GL(V)

On a fixé (e;)qcly| une base de Jordan de u de forme Y (cf. . Pour
i € {1,...,n} on note z; € |Y| la case de Y qui porte le numéro ¢ dans 7", enfin
on pose efi] = e,,. Les vecteurs e[i] obtenus ainsi forment une base adaptée du
drapeau Fr/. On définit certains sous-groupes de GL(V').

Groupes U, UT et U'.
Soient

U={geGL(V) :geli] —eli] € (elj] : j € I(3)) Vi€ {1,....,n}}
Ul ={ge GL(V) : geli]| —e[i] € {e[j] : 5 € I[T(i)) Vi € {1,....,n}}
et U ={geGL(V):geli]| —eli] € {e[j] : j € J(3)) Vi € {1,....,n}}

Les groupes U, UT et U’ ainsi obtenus sont unipotents et on a U” C U. De plus
le produit UU’ = U'U est un groupe naturellement isomorphe au groupe produit
cartésien U x U’. Enfin on a les égalités dimU = #I(T"), dimU” = #I7(T") et
dimU’" = #J(T").
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Groupe HT
Soit

H" ={ge GL(V): geli] = eli] sii¢ JI(T)
et geli] — eli] € ke[y(i)] siie JT(T")}.

On a ainsi dim HT = #J7(T").
On montre le lemme suivant :

17.4.4. LEMME

(a) L’application ¢ : U' x U — S,(T"), (¢',9) — ¢ .9.Fr est bien définie et est
un isomorphisme de variétés.

(b) L’application v : U' x HY x UT — KT, (¢/,h,g) — ¢ .h.g.Fp: est bien définie
et est une immersion ouverte.

Démonstration. Soit Q7 C B 'ouvert de 'atlas affine de B qui contient le drapeau
Fro (cf. §2.3.4). 11 est facile de voir que ¢ et 1) sont des immersions fermées sur
Qp (cf. §1.1.7).

(a) On a clairement g.Fp € B, pour tout g € U. Comme U’ est contenu dans le
centralisateur de u, qui stabilise B, il suit que ¢ est bien définie. Rappelons que
S.(T") s’obtient comme l'intersection de B, avec I'orbite d'un groupe unipotent

U (cf. et 97.1.5). D’apres §7.1.1) on a U, U’ € U. Alors on obtient o(¢/, g) €
Su(T"). Comme S, (T") est par ailleurs fermé dans 'ouvert affine Q7 (cf. §6.1.1]),
17.4.2

I'application ¢ est une immersion fermée dans S, (7”). D’apres le lemme [17.4.2]
les variétés U’ x U et S,(T") ont méme dimension. L’application est donc un
isomorphisme.

(b) 11 est facile de vérifier h.g.Fp € B, pour tous h € H' et g € U. Comme
U’ centralise u, il suit que I'image de v est contenue dans B,. D’autre part, si h
est générique dans le groupe HT, alors on a (¢, h,g) € BL. L’'image de v est
donc contenue dans la composante KT, obtenue comme 1’adhérence de BI. Elle
est localement fermée et de méme dimension que K7 (cf. lemme , elle est
donc ouverte dans K. O

On peut maintenant montrer la proposition [17.3|

17.4.5. Démonstration de la proposition |17.

On note W(T,T") I'image du morphisme ¢ du lemme précédent. D’apres le
lemme, I'intersection W(T',T") N S, (T") s’identifie au sous-ensemble fermé (U’ x
UT) C S, (T"). Cela implique que W(T, T") N S, (T") est un fermé de K7 NS, (T").
D’autre part, comme W(T,T") est ouvert dans KT, on obtient que W(T,T") N
S.(T") est un ouvert de K*'NS, (T7"). Enfin W(T, T")NS,(T") est non-vide (contient
Fr). D'apres le lemme [12.1.3] on a 'égalité W(T,7") N S, (T") = KT N S,(T").
La démonstration est complete. O
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NON-SINGULARITE DES COMPOSANTES IRREDUCTIBLES DE LA FIBRE DE
SPRINGER DANS LE CAS CROCHET

Pour conclure ce chapitre consacré a 1’étude du cas crochet, voyons qu’a ’aide
des constructions précédentes, on peut montrer le résultat suivant, bien connu (cf.

[29] [5D-

17.5. PROPOSITION
SiY =Y (u) est de type crochet, alors les composantes irréductibles de la fibre
de Springer B, sont non-singuliéres.

Démonstration. Soit T € T (V') définissant une composante irréductible K7 C B,.
D’apres la proposition [5.4.5] il suffit d’établir la non-singularité de tout drapeau
de la forme Fzv contenu dans K7 (on peut méme se limiter au cas ot 7" est un
tableau standard). D’apres le lemme , le drapeau Fpv est contenu dans un
ouvert de K7 isomorphe & un espace affine. Il suit que Fr» est un point non-
singulier de K7'. O
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Chapitre 18 . CELLULES DE SCHUBERT INTERSECTEES
AVEC LES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS DEUX-LIGNES

On suppose désormais Y = Y (u) de type deux-lignes. On note s et § les lon-

gueurs des lignes de Y.
s cases
7\

—_————
S cases

D’apres §4.5.1] on a I'égalité dim B, = s.

Considérons un tableau T' € 7 (Y') standard et un tableau 7" € 7'(Y") lignes-
standard T-constructible (cf. . Nous montrons d’une part que le drapeau
Fr est contenu dans la composante irréductible K7 C B, (cela complete la
démonstration du théoreme . Nous établissons d’autre part ’isomorphisme

S (TN KT = AT
pour un nombre d’ (7") € N préalablement introduit.

Dans le prochain chapitre, nous décrirons avec plus de précision 'intersection
S.(T"YNKT dans le cas ol le tableau T” est standard. Nous en déduirons un calcul
de la dimension d’une intersection finie de composantes.

ENONCE DU THEOREME

On définit tout d’abord le nombre d” (T") évoqué ci-dessus.

18.1. Définition du nombre d7(7") € N

Soient T' € T(Y) standard et 77 € T'(Y) lignes-standard et T-constructible.
(La propriété T-constructibilité n’est cependant pas invoquée dans la définition
suivante. )

Notations. Rappelons que, si 6 est un tableau quelconque a deux lignes, on note
L,(0) 'ensemble des entrées contenues dans la p-eme ligne de 6 (pour p € {1,2}).

Pour i € {1,...,n} on note s; et §; les longueurs des lignes du sous-tableau T};.
Autrement dit :

De méme on note s} et § les longeurs des lignes du sous-tableau Tf; :

On définit tout d’abord divers sous-ensembles d’indices i € {1, ...,n} dépendant
de T et T".
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Ezemple. Pour illustrer les définitions qui viennent, on considere les deux tableaux
suivants :

11314(5]6 |11 , 115171911011
T = et T =
2171819110 2131468

Ces tableaux sont ceux de ’exemple M(b) D’apres ce dernier, on sait que T’
est T-constructible.

18.1.1. Définition de l’ensemble I(T")
Soit IT(T") 'ensemble des numéros i € Li(T") tels que s, > §.. Soit IT(T")
I'ensemble des numéros i € Lo(T") tels que 8, > s, + 1. Enfin soit :

I(T') = I*(T") U I~ (T").

Ezemple. Pour T comme ci-dessus, on a [T (T") = {1,11}, I~ (T") = {4,6,8} et
donc I(T") = {1,4,6,8,11}.

18.1.2. Définition des ensembles 15 (T, T") et fmf(T, T")
Soit Iy ¢(T,T") I'ensemble des i € {1,...,n} tels que les sous-tableaux Tj; et T},
ont méme forme. On a, autrement dit :

(T, T ={ie{l,...,n}:s; = s, et § =35.}.
Pour i € I3, ¢(T,T"), on pose :
S =5 — 5.
Soit Iy ¢(T,T’) I'ensemble des i € Igg(T,T") tels quil existe j € Igg(T,T")
vérifiant j > i et 5; < 5.
{Ex}emple. Pour T et 7" comme ci-dessus on a Iy ¢(7,T") = {1,2,10,11} et fﬁlf(T, T =
1}.

18.1.3. Définition de l’ensemble I(T,T")
On définit 'ensemble I(7,T") par la formule suivante :

I(T,T') = (La(T) = Ly(T) N Ing(T, T')) U (Li(T) N In(T,T7) ).

Ezemple. Pour T et T' comme ci-dessus, on a I(T,T") = {1,3,4,5,6}.

18.1.4. Définition de I’ensemble IT(T") et du nombre d* (T")
On pose alors :

Ty =1[TYNIT,T) et d(T)=#I"(T).

Exemple. Pour T et T' comme ci-dessus, on trouve I7(T") = {1,4,6} donc
d'(T") = 3.

On peut maintenant énoncer le théoreme :
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18.2. THEOREME

Supposons Y =Y (u) de type deuz-lignes. Soit T € T(Y') standard définissant
une composante KT C B,. Soit T' € T'(Y) lignes-standard définissant le point
fize Frr. Supposons que le tableau T' est T-constructible. L’intersection entre K*

et la cellule de Shimomura S, (T") est non-vide et est isomorphe a l’espace affine
AdT(T’).

Ezemple. Ainsi pour T et T" comme dans les exemples ci-dessus, on trouve S, (7")N
KT >~ A3,

PRINCIPALES ETAPES DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME [18.2]

Avant de procéder a la démonstration du théoreme proprement dite, présentons-
en les étapes principales. Nous allons voir que le théoreme s’obtient comme con-
séquence des deux lemmes suivants.

Le premier, purement combinatoire, concerne le cardinal de 'ensemble I(T,T") :

18.2.1. LEMME
Supposons que le tableau T" est T-constructible. On a ’égalité :

LI(T,T') = dim B,.

L’étape clef de la démonstration du théoreme consiste en la construction d’un
sous-ensemble localement fermé W(T,T") C B, analogue a celui du lemme |17.4.4
dans le cas crochet. On montre :

18.2.2. LEMME

Supposons que le tableau T' est T-constructible. Il existe un sous-ensemble
W(T,T") C B, localement fermé satisfaisant auz propriétés suivantes :
(1) L’ensemble W(T,T') est un ouvert non-vide de K™
(2) 11 existe des applications algébriques ¢; : W(T,T") — Al pour i € I(T,T"),
dont le produit est un isomorphisme de variétés W(T,T') = AN.
(3) Le point fize Fr est contenu dans W(T,T"). L’intersection W(T,T") NS, (T")
est le fermé de Zariski de W(T,T") formé par les zéros des fonctions coordonnées
¢; pouri € I(T,T") — IT(T").
(4) L’intersection W(T,T") N S,(T") est fermé dans la cellule S,(T").

Un tel ensemble W(T, T") possede la propriété suivante :
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18.2.3. PROPOSITION

Supposons que le tableau T' est T-constructible. Soit un sous-ensemble loca-
lement fermé W(T,T') C B, satisfaisant aux propriétés (1), (2), (3) et (4) du
lemme[18.2.9 On a Uégalité W(T, T') N S, (T") = KT N S,(T").

Démonstration de la proposition. Comme dans §17.4.5[ ensemble W(T,T") N
S.(T") est non-vide et ouvert et fermé dans S, (T") N K*. Comme S, (T") N K7 est
connexe (cf. §12.1.3)) on obtient 1'égalité W(T,T") N S, (T") = KT N S,(T"). O

Des lors le théoreme s’obtient tres facilement comme conséquence des
points (2) et (3) du lemme [18.2.2] et de la proposition [18.2.3 Il reste donc a
montrer les lemmes [18.2.1] et [18.2.2

Auparavant, voyons une autre conséquence du lemme [18.2.2

NON-SINGULARITE DES COMPOSANTES IRREDUCTIBLES DE LA FIBRE DE
SPRINGER DANS LE CAS DEUX-LIGNES

Le résultat suivant (bien connu, cf. découle des points (2) et (3) du lemme
18.2.2] la démonstration est similaire a celle de la proposition [17.5]

18.3. PROPOSITION
SiY =Y (u) est de type deux-lignes, alors les composantes irréductibles de la
fibre de Springer B, sont non-singuliéres.

Nous consacrons la suite de ce chapitre a la démonstration des lemmes [18.2.1

et .22
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DEMONSTRATION DES LEMMES [18.2.1 ET [18.2.2]

Le tableau T" est supposé T-constructible. De cette maniére I'algorithme de
reconstruction de 7" défini dans §14.1]réussit. Pour ¢ € {0, ..., n}, soit 6; le tableau
obtenu apres la -eme étape de 'exécution de I'algorithme. En particulier 6, est
le tableau vide et on a 6,, = T".

18.4. Quelques rappels, notations et observations préliminaires

Rappelons tout d’abord l'aspect général du tableau #; obtenu apres la i-eme
étape de l'algorithme et introduisons quelques notations.

Rappel. Soit i € {1,...,n}. Le tableau 0; satisfait aux axiomes suivants (cf. §14.1]).
(On rappelle que n,(f) désigne le nombre d’entrées de la g-éme colonne d'un
tableau 6.)

(2L-A) Chaque ligne de 6; est une suite de bandes séparées par des espaces blancs
(des cases vides). Les entrées contenues dans chaque ligne sont dans 'ordre
croissant de gauche a droite. On a L,(¢;) = T}; pour tout p € {1,2}.

(2L-B) Les colonnes de 6#; étant comptées de gauche a droite, on a 'égalité n,(6;) =
ng(T};) pour tout ¢ > 1.

En particulier 1,...,7 sont les entrées du tableau 6#; et chaque entrée n’apparait
qu'une fois.
Le tableau 8, a la forme suivante :

* % ok %k ok * % ok ok % * ok ok ok X

91':

X ko ok ok ok ko ok X k* ko ok ok ok

(1) (2)

ou la figure | ¥ % x |symbolise une bande.

18.4.1. Sous-tableauz ;| A] et 0;|B], sous-ensembles A;, B; C {1,...,1}
Comme il est indiqué sur le dessin, le tableau #; comprend deux parties :

(1) Les deux bandes qui sont adjacentes au bord gauche du tableau sont dites
“en-place”. (Eventuellement I'une des deux est vide.) Notons 6;[A] le sous-
tableau de 6; formé par ces deux bandes. Notons A; ’ensemble des numéros
de ce sous-tableau. Ces numéros ne seront plus déplacés au cours des étapes
ultérieures de 1’exécution de I’algorithme.

(2) Les bandes restantes sont dites “a-placer”. Notons 6;[B] le sous-tableau
formé par elles. Notons B; ’ensemble des numéros de ce sous-tableau.
Ces numéros n’occupent pas la méme place dans les tableaux 6; et T”, ils
devront donc étre ultérieurement déplacés.
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18.4.2. Nombres s® et 5
On note s et 3% les longueurs respectives des deux bandes “en-place” du
tableau 6; :

— s cases —

* %k X x x T S S S X ko ok Xk

% %k %k X X X X X b S S

— 350 cases ——

On caractérise les éléments i € I3, ¢(T,T") a I'aide de I'algorithme de la maniere
suivante. Rappelons qu’on note s, = #Ll(T|/z) et &, = #LQ(Z—“;)

18.4.3. LEMME

Soiti € {1,...,n}. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) On ai€ IndT,T").
(b) Les tableauz 0; et T}; coincident.

(c¢) Le tableau 0; a la forme d’un diagramme de Young.
(d) On a s = s et 50 = 3.

Remarque. Le tableau 6; est considéré comme un tableau a deux lignes. Par : “les
tableaux 6; et T|’Z coincident”, on entend : ligne par ligne. Par : “le tableau 0; a
la forme d’un diagramme de Young”, on entend : chaque ligne de 6; est formée
d’une seule bande et la premiere ligne est plus longue que la seconde.

Démonstration. Ce lemme résulte facilement des axiomes (2L-A) et (2L-B). O

18.5. Démonstration du lemme [18.2.1]

Pour tout ¢ € Ly(T) — I(T,1"), on a i € I ¢(T,T") — I ¢(T,T"). Par définition
de Iy ¢(T,T"), il suit en particulier :

D’otu 'égalité :
Li(T)— (T, T ={i e Ly(T)NIye(T,T') — I(T,T") : i > s — 3}
Des lors, le lemme [18.2.1| s’obtient comme conséquence du lemme suivant :

18.5.1. LEMME
Supposons que le tableau T est T-constructible. Pour tout t € {0,...,s — 5}, on
a l’égalité
#ie Li(T) NLudT,T) — I(T,T") i >t} =t VteA{0,..,s — 5}

En effet : il suffit d’appliquer la formule précédente pour t = s — § et d’utiliser
I’égalité § = dim B,,.

Pour montrer le lemme [18.5.1] on a besoin du résultat intermédiaire suivant.
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18.5.2. LEMME
(Mémes hypotheses.) Soit i € {1,....,n — 1} tel que {i,i + 1} ¢ Iy (T, T"). On
a l’égalité
Max (0, s/ — 50Dy = Max(0, s — 50).

Démonstration du lemme [18.5.3. Par définition de l'algorithme on a clairement
s+ € L0 s 4 1} et 307D € {50 50 1+ 1}, Si on suppose s < 57 alors on
a encore st < 0+ et 'égalité énoncée dans le lemme résulte facilement dans
ce cas. On suppose désormais s > 5.

On distingue deux cas.

(1) Premier cas : i € Iyn¢(T,T").
Par hypothese il suit ¢ + 1 ¢ I3 ¢(7,7"). D’apres le lemme le tableau 6; a
la forme d’un diagramme de Young, contrairement au tableau #;,;. On a donc
nécessairement :

— 5 cases ——

, % ok ok ok ok ok ok ok % % ok ok ok ok ok ok ok %
0; =1, = et 01 = .
¥ ok ok %k ok % k ok ok ok ok % 72+1
0 ~~ g
«— 5% cases — = 0,

(Autrement dit i +1 € Ly(T) N Ly(T").) Si 5@ > 5% alors on obtient s+ = 500

et 501 = 50 d’ou I'égalité I’égalité du lemme.

Si s = 50 alors on a stt) = 5O et 50+) = 50 4 1. Les deux maxima

Max(0, s0+D) — 5(+1D) ot Max(0, s — 53)) sont nuls et par conséquent égaux.
(2) Second cas : i & Iq¢(T,T").

Le tableau 6; a ’aspect suivant :

k %k ok ok % 3k ok

0, = | %% * k% % k%

— HZ[B] —

Comme on suppose s > 50 et i ¢ I ¢(T,T"), il suit facilement que le sous-
tableau 6;[B] est non-vide.

Sii+ 1€ Ly(T), alors le tableau 6,4, s’obtient d’apres 6; par 'ajout d'une
colonne, sans que les colonnes déja présentes soient modifiées, d’ott : s(¢+1) = s
et 501 = 500 [égalité du lemme s’ensuit.

Supposons maintenant i+1 € Ly(T'). Par définition de I’algorithme, pour former
6,11, un nouveau numéro est ajouté a I'extrémité de chaque bande formant 6;, la
derniere bande exceptée. Comme le sous-tableau 6;[B] est non-vide, les bandes
“en-place” de #; sont toutes deux agrandies d’une case, d’ott : st = s 4 1 et
0D = 50) 1 1. L’égalité du lemme en découle.

La démonstration est complete dans tous les cas. O



157

Démonstration du lemme |18.5.1] Par commodité, on pose :
J(T, T = Li(T) N Ine(T,T") — (T, T").
et
J(T, T t)y={ie J(T,T") : 5; > t}.
On raisonne par récurrence sur n > 1.

Supposons dans un premier temps I ¢(7,7") = {n}. D’aprés le lemme [18.5.2]
on a s = 3™ On obtient : s = §. Autrement dit le diagramme Y est rectangu-
laire. Alors on a clairement [(7,7") = Ly(T'). Le lemme résulte immédiatement
dans ce cas.

On suppose désormais Iy, ¢(T,T") # {n}, de sorte qu'il existe m € I ¢(T,T"),
distinct de n, maximal. L’hypothese de récurrence se traduit par 1’égalité, pour
tout t € {0,...,5,} :

#J (T, T}, t) =t
Observation. On a Ly (Tjy) N Lint(Tjm, T},,) = Li(T) N L e(T, T7) N {1, ...,n — 1}
On a d’autre part I'inclusion I(Tj,,T},) C I(T,T") N {1,...,m} avec égalité si
$ — § > 5,,. Par conséquent, si on suppose s — § > 5,,, alors on a :

J(To, T.) = J(T,T) N {1, ....n — 1}.

m
On distingue deux cas principaux.

(1) Premier cas : m <n — 1.
Il suit n — 1 ¢ Iy¢(T,T"). D’apres le lemme [18.5.2) on a I'égalité s — § = §,,.

D’apres l'observation précédente, il suit :

J(To, T.) = J(T,T) N {1, ....;n — 1}.

m

Montrons : n € Lo(T). Si on avait n € Ly(T), alors le tableau §,, s’obtiendrait
d’apres 0, 1 par 'ajout d’une colonne sans modifier les précédentes et on aurait
n & Ly¢(T,T") du fait de n — 1 ¢ I3 ¢(T,T"), ce qui n’est pas possible en vertu de
I'égalité 0, = T" et d’apres le lemme [18.4.3]

Il suit : n € Lo(T). D’ou :

J(Tim, |’m) = J(T, T’).
11 résulte :

#J(T, T t) =#J(T\n, T}, t) =t V€ /0,...,s — 5}

Cela conclut le premier cas.
(2) Second cas : m = n — 1. On distingue deux sous-cas.

(2.a) Supposons n € Ly(T).
On a alors s, = s,_1+1et s, =3§,_1,dou:s—5=35,_1+1. D’apres I'observation
précédente, on a 'égalité :

J(Tjur, Tl y) = J(T,T) O {1, cccyn — 1},
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On obtient pour tout t € {1,...,s —§ — 1} :
#J(T,T't) = #J(ﬂn_l,ﬂ’ml,t) =t.
Il reste a établir I’égalité dans le cas t = s — 8.

Soit ¢ € J(T,T’) distinct de n. On a en particulier 5; < §, 1, dou i €
J(ﬂn_l,ﬂ’n_l,é\n_l). Il résulte :

J(T, T s —3) = J(T|n,1, Tl’n_l,/s\n_l) U{n}.
D’ou finalement :
#IJ(T, T ,s—3) =(s—s5—1)+1=s—3

Cela conclut le sous-cas (2.a).

(2.b) Supposons n € Ly(T).
On a alors s, = s,—1 et §, = §,_1+1,dou:s—35=73,_;—1.Soit t € {0, ..., s—5}.
On montre 1’égalité :

J(T’ T/’ t) = J(T\nfl’ T\/n—h t)'

L’égalité #J(T,T',t) =t en résultera immédiatement.

Soit i € J(Tjp-1, T|'n_1, t). On a par définition i € Ly(T)N I ¢(T,T"). De plus, on
a par hypothese : 5; < s — 3. Comme par ailleurs on suppose ¢ ¢ (7,1, T|’n_1, 1),
cela implique facilement ¢ ¢ I(7,7"). D'ou : i € J(T,T",t).

Soit ¢ € J(T,T',t). On a en particulier ¢ € Ly(7T"). Comme on suppose n €
Ly(T),ilsuiti <n—1.Dot: i€ Li(Tjp-1) ﬂ[ﬁlf(ﬂn_l,T(n_l). On a d’autre part
Vinclusion : I(T},—1,T}, ;) C I(T,T"). L résulte : ¢ & I(T},—1,T},_,). On obtient

finalement i € J(T\n_l,T"n_l,t).

La démonstration est complete. O

DEMONSTRATION DU LEMME [18.2.2]

La démonstration du lemme [18.2.2] est plus longue et nous y consacrons plu-
sieurs sections. Rappelons que le tableau T est supposé T-constructible.

18.6. Notations et observations préliminaires

La démonstration du lemme reste élémentaire. Néanmoins il est nécessaire
d’introduire un certain nombre de notations.

18.6.1. Base eli] adaptée au tableau T’

On a fixé (e,)ze)y|, une base de Jordan de u de forme Y (cf. §4.5.2)).

Le tableau 7" s’obtient comme une numérotation des cases de Y. Pour i €
{1,...,n} soit x; la case de Y portant le numéro i dans le tableau 7”. On pose
eli] = ey,

De cette maniere le drapeau Fr = (Vg, ..., V,,) est défini par :

Vi = (e[1], ..., e[i]) pour tout i € {0,...,n}.
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18.6.2. Prolongement de u en un endomorphisme u., d’un espace vectoriel V,, de
dimension infinie. Variété ng

On considere de nouveau la base de Jordan indexée sur ’ensemble des cases
de Y. Cette base se divise en deux familles de vecteurs : la sous-base formée par
les vecteurs vy, ..., v, associés aux cases de la premiere ligne de Y et la sous-base
formée par les vecteurs 01, ..., U5 associés aux cases de la seconde ligne de Y.

Le schéma suivant illustre ’action de u sur les deux sous-familles.

0<_WU1<_U2<—""'HWUS_1<—'US

0 V) Vg -+« Vg

On complete la famille (vy,...,v5) en une famille infinie (v,),>1. De méme on
complete (01, ..., 05) en une famille infinie (0,),>1. Puis on considere l'espace vec-
toriel V. de dimension infinie sur £ dont les deux familles infinies réunies forment

une base :
Voo = (@ kvq> @ <@ m) .
q=1 q=1

De cette maniere V' est un sous-espace vectoriel de V.
L’endomorphisme v : V. — V s’étend naturellement en un endomorphisme
Uso : Voo — Voo dont 'action sur la base est indiqué par le schéma suivant.

0<_fU1<_...<_qu71<_qu....

OHvl&--.qu_leqH.--.

On note Bfg I'ensemble des drapeaux partiels F = (0 =V, C ... C V,, C V)
vérifiant dimV; = ¢ pour i € {0, ...,n} et stables par 'endomorphisme u.,. Bien

que l'espace vectoriel V,, soit de dimension infinie, I’ensemble BSZZ forme une
variété algébrique projective de dimension finie. En effet on a V,, C kerul et
ker u” est un espace de dimension finie.

La fibre de Springer B,, coincide avec la sous-variété fermée de ng formée par
les drapeaux F = (Vp, ..., V,) € 61(22 vérifiant V,, = V.

18.6.3. Espace vectoriel étendu V. Endomorphisme u @ Vo — Vi inverse a
droite de uq
On considere deux vecteurs additionnels vy et 7y et on pose

Voo = (kvug @ kvg) ® V.

Soit u : Vs — Vi Iapplication linéaire dont 'action sur la base est décrite par
le schéma suivant.

/U@|_>/U1|_>...|_>Uq_1|_>vq|_>....
@@H’IDIH""—)bq_I'—)bq'—)""
L’application u ainsi construite satisfait a la propriété suivante :

Propriété. On a uy, o u(v) = v pour tout v € V..
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18.6.4. Ensemble étendu [1,n]. Une fonction v : [1,n] — [1,n] “voisin a gauche
dans T"7
On introduit deux symboles (}; et (). On pose

eld1] = vy et e[ds] = vy.
Soit [1,n] = {01,02,1,...,n}.

Soit @ € {1,...,n}. Si i n’est pas dans la premiere colonne de 7", alors on note
v(i) le numéro voisin a gauche de ¢ dans 7". Si i est le premier numéro de la p-eme
ligne de T”, alors on pose v(j) = 0,. En outre, par commodité, on pose v(0,) = 0,
pour p € {1,2}. On a ainsi défini une fonction “voisin a gauche dans 7"”

v:[1,n] — [1,n]

D’apres l'axiome (2L-A), si le numéro j € {1,...,i} ne figure pas dans la
premiere colonne de 7", alors v(j) est aussi le numéro voisin de j dans 6; (éven-
tuellement séparé de j par des cases vides) :

- () J’
S @)]g ]

La propriété suivante est clairement satisfaite.

6 =

Propriété. Pour tout i € {1,...,n} on a I’égalité uelv(i)] = e[il.

Observation : lien entre A;, B; et v. Soient A;, B; C {1, ...,i} les ensembles intro-
duits dans Au cours de la i-eme étape de 'algorithme, le tableau 6; est
construit d’apres 6;_;.

(1) Sii € Ly(T), la construction consiste a ajouter une colonne contenant i a
droite de 6;_1, les autres colonnes ne sont pas affectées et on a

Aifl :Alﬂ{l,,z—l} et Bz,lzBlﬂ{l,,z—l}
On a par ailleurs I'implication :
?:EAZ':>BZ'_1:@.
(2) Supposons i € Lo(T). Les ensembles A;, B; sont alors liés aux ensembles
A;_1, B;_1 par 'intermédiaire de v. En effet on a pour tout j € {1,...,i} :
]EAI@U(]) GAZ‘_1U{®1,®2} et ] GBZ<=>I/<j) € B;_1.

18.6.5. Une fonction v; : [1,n] — [1,n] “voisin en biais dans 6;”

On fixe i € {1,...,n}. Soit j € {1,...,4}. Supposons j € L,(1") pour p € {1,2}.
Soit p € {1,2} le numéro de l'autre ligne de 7". L’entrée j figure dans la p-eme
ligne du tableau 6;. On note 7;(j) le premier numéro rencontré lorsqu’on lit la

p’-eme ligne de 0; de la droite vers la gauche, en commencant par la case situé a
gauche de la colonne contenant j. Si toutes les cases rencontrées sont vides, alors

on pose Y;(j) = 0.
x kx| ]| ) ho|*x [yl
o V() 7| * x % x kx| 7 ) * || % %

Qi:

W«
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Par commodité on pose 7;(0;) = 02 et v;(D2) = ;. On définit de cette maniere
une fonction “voisin en biais en 6; ”

Relations entre ~; et v;_1. Observons que la donnée de ; caractérise le tableau
;. Le tableau 6; est construit d’apres #;,_;. On décrit cette construction en citant
certaines relations entre v; et v;_1. Comme dans la construction de 8; d’apres 6;_1,
deux cas sont a considérer suivant que le numéro 7 figure dans la premiere ou dans
la seconde ligne de T'.

On montre le lemme suivant.

18.6.6. LEMME

Fizons i € {2,...,n}.
(1) On suppose i € Li(T). Pour tout j € {1,...,i}, on a l’égalité v;(j) = vi—1(J)-
(2) On suppose i € Lo(T). Pour tout j € {1,...,i}, on a l’égalité v o v;(j) =
Vi1 0 v(j).

Démonstration.

(1) On suppose i € Li(T).
Dans ce cas, le tableau 6; s’obtient d’apres 6;,_; en insérant ¢ dans la case appro-
priée d’une nouvelle colonne a droite de 6;_.

% %k ok ok * ok * % ok k| Kk

92':

* % * % * ok ok *

01

Les étoiles indiquent les positions possibles de 2. Les anciennes colonnes, qui
contiennent les numéros 1,....,42 — 1, n’ont pas subi de modifications. Il résulte
facilement (1).

(2) On suppose i € Ly(T).
Dans ce cas le tableau 0; est construit a partir de 6;_; en insérant ¢ a I'extrémité
de la derniere bande de la ligne appropriée de 6;_; et en poussant vers la gauche la
premiére entrée de chaque bande de la seconde partie de 6;_; au sens de §18.4.1]
de sorte que les colonnes pleines de 6; restent concentrées a la gauche du tableau.

ok | 1 ] | Kk [ ———— ——5 | k%

0, =
% ok ok kK ok | ———F o | o0 ———H | % % @

(Eventuellement [ = 0). Pour que l'algorithme n’échoue pas, il est nécessaire que
la case de la derniere colonne de #;_; contenue dans la ligne ou ¢ doit étre inséré
soit libre.

Soit j € {1,...,i}. Supposons j € L,(17"). Notons p’ € {1,2} le numéro de la
ligne de T" qui ne contient pas j. On distingue trois cas.
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() Supposons tout d’abord qu'une des deux conditions suivantes est validée :
— On av(j) € {1,...,i} et la colonne de 6;_; ou figure v(j) contient un second
numéro, que 1’on note j'.
— On a v(j) = 0,, on note alors j' = 0.
Dans les deux cas on a par définition v;_1(v(j)) = v(j’). La colonne contenant
v(j) n’est pas modifiée en passant de 0;_; a 6;. Il est facile de voir que les cases
contenant j et v(j) sont adjacentes dans 6;. Il suit : v;(j) = 7. D’ou la formule

Y (w(5)) = v(v()))-

On suppose désormais que les conditions précédentes ne sont plus satisfaites :
on av(j) € {1,...,i} et j n’est pas dans une colonne pleine.

(B) Supposons de plus que j n’est pas le premier numéro d’une bande et j #
i. Autrement dit j ¢ {ji,...,Ji,i}, selon les notations du dessin précédent. La
situation est illustrée par le dessin suivant :

— T *pU)J

Nz -/

...... j j

On a j” = v-1(v(j)) et 7 = v(j'). En outre j occupe la méme place dans les
tableaux 60; et 6;_1. Il suit j' = 7;(j). On obtient finalement I’égalité ~;_1(v(j)) =

v(7i(7))-

(v) Supposons enfin j € {ji, ..., ;,7}. La situation est la suivante :

) () m

j// _J'/

On a v;1(v(j)) = 3" = v(y') et ' = v(j). Wsuit vi1(v(4)) = v(%(J))

Dans tous les cas on obtient

Yi-1(v(5)) = v(i(7))-

La démonstration du lemme est complete. O

18.6.7. Observation
Supposons i € Ly(T). Pour tout j € {1,...,1 — 1}, il existe j' € {1, ...,i} tel que
Yi-1(7) = v(5").

En effet, chaque numéro du tableau 6;_;, sauf celui qui est contenu dans la
derniere colonne, admet un numéro voisin a sa droite dans ;. Pour j € {1,...,1 —
1}, le numéro 7;—1(j) ne figure pas dans la derniere colonne de 6; puisque j est
toujours strictement a droite de ~;_1(j). Il existe donc j' € {1,...,i} tel que

Yi-1(j) = v(J).
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18.7. Drapeau F(¢) € B&Q défini par une fonction ¢ : I C Li(T) — k

On se donne une fonction ¢ : I — k définie sur un ensemble I C L{(T). En
s’appuyant sur la forme des tableaux 6y, ..., 0, de ’algorithme, on va construire
un drapeau F(¢) sur V,, stable par u,, et dépendant algébriquement de ¢.

On complete la fonction ¢ en une fonction ¢ : {1,...,n} — k en posant ¢(i) = 0
sii ¢ .
18.7.1. Fonctions associées ¢V : [1,i] — k.

Ces fonctions sont construites par récurrence sur 4.

Pour initialiser la construction on pose ¢ (0;) = ¢ (0;) = 0.

Supposons la construction achevée au rang ¢+ — 1 > 0. On pose tout d’abord
#D(0,) = ¢ (By) = 0. Puis on distingue deux cas.

(1) Supposons i € Li(T). On pose ¢ (i) = ¢(i) et @ (j) = ¢V (4) pour
jell,i—1}.
(2) Supposons i € Ly(T). On pose ¢ () = ¢V (v(4)) pour j € {1,...,i}.

Une premiere propriété des fonctions ¢ est la suivante.

Propriété. Soit i € {1,...,n}. Soit j € {1,...,7}. Supposons que la colonne de 6;
contenant j est pleine (contient deux numéros). Alors on a ¢ (j) = 0.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur ¢ € {0,...,n}. Supposons la pro-
priété vraie jusqu’en i — 1 > 0. Soit j € {1, ...,i} contenu dans une colonne pleine
de 81

(1) Sii € Ly(T), alors 6; est formé en insérant ¢ dans une nouvelle colonne a
droite de #;_1. Il suit j < i — 1 et j est dans une colonne pleine de ;_;. On a par
définition ¢ (j) = ¢~ (4). Par récurrence on obtient ¢ (j) = 0.

(2) Sii € Ly(T), alors on a ¢ (5) = ¢t=Y(v(5)). Si v(j) € {0, 0}, alors on
obtient ¢ (5) = 0. Sinon, il est clair que le numéro v(j) figure dans une colonne
pleine du tableau 6;_; et on obtient par récurrence ¢\ (j) = 0.

Dans tous les cas on a ¢((j) = 0. O

18.7.2. Construction des vecteurs e;[j](¢)

Soit i € {1,...,n}. On définit des vecteurs e;[j](¢) € Voo (j € [1,4]) dépendant
algébriquement de ¢. On procede par induction sur le tableau 6;.

On pose tout d’abord €;[01](¢) = e[(1] et e;[02](¢) = e[D].

Pour j € {1,...,1}, on pose :

eiljl(¢) = weilv(h))(¢) + weilvi(7))(9)-

Observation. Rappelons que les colonnes pleines du tableau 6#; sont concentrées
sur la gauche. Soit j un numéro contenu dans une colonne pleine de ;. En utilisant

la propriété [18.7.1} on montre facilement : e;[j](¢) = e[j].

La propriété suivante découle facilement de la définition du vecteur e;[j](¢) et

de la propriété [18.6.3]
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Propriété. Soit j € {1,...,i}. Soit q(»i) le numéro de la colonne du tableau 6; qui

J
@
contient j. On a ¢;[j](¢) € ker u%

On montre :

18.7.3. LEMME
Soit 1 € {1,...,n}. Les vecteurs e;[j|(¢) (j € {1,...,i}) forment une famille
libre.

Démonstration. Pour simplifier posons ici e;[j] = ¢€;[j](¢). On note m le nombre
de colonnes de 6;. Pour ¢ € {0, ...,m}, on note C<, 'ensemble des entrées des ¢
premieres colonnes du tableau ;. On montre la liberté de la famille {e;[j] : j €
C<,} par récurrence sur q. Pour ¢ = m, on retrouve 1’énoncé du lemme. Le cas
q = 0 est trivial.

Supposons établie la liberté de la famille {e;[j] : j € C<4—1} pour ¢ — 1 > 0.
Soit une relation de liaison :

J€C<q

On remplace selon la définition du vecteur e;[j] :

0= Z (we;[v(7)] + wei[vi(4))])-

jEng

On note C<y 1 = Ccyq U {0y, 0;}. Cette derniere égalité est I'image par 4 d’une
relation de liaison entre les vecteurs e;[j], pour j € C'<,—1. On écrit cette égalité
sous la forme :

j€C<q 1
Par hypothese de récurrence, les vecteurs e;[j] (j € C<,—1) forment une famille
libre. On a en outre ;[0;] = e[(] et e;[0s] = 0. 11 suit que la famille {e;[j] : j €
égq,l} est libre. D’autre part I'application @ : Vo, — Vs est clairement injective.
D’ott : A\; = 0 pour tout j € Cc, ;.

On va déduire \; = 0 pour tout j € C<, en comparant A; et A, ;). Le vecteur
ue;[v(j)] intervient dans la combinaison linéaire définissant le vecteur e;[j’] dans
deux cas seulement :

— si j' = j, avec coefficient 1,

— siyi(4") = v(j), avec coefficient ¢ (5").

On obtient ainsi :
Moy =N+ Y a0
Yi(3")=v(5)
ol la somme est prise sur les numéros j' € Cc, vérifiant v,(j') = v(j).

Soient A;, B; les sous-ensembles de {1, ...,4} introduits dans la section [18.4.1}

On montre A\; = 0 par induction. L’initialisation est I’étude du cas j € A;.
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(1) Supposons j € A;.
Soit j' € C<, vérifiant v;(j") = v(j). Il est clair que j" est contenu dans une colonne
pleine de 6;. D’apres la propriété on a ¢ (") = 0. Il suit : Xj =);. Dot :
A =0.
’ (2) Supposons j € B; et supposons établie 1'égalité A\; = 0 pour tout numéro
j' situé strictement a gauche de j dans le tableau 6;. Il y a deux situations, selon
que j est la premier numéro d’une bande, ou non :

.k ko oee e C

ou

* ok UJ)| 7 | * - W) J

(Eventuellement dans le second cas : v(j) € 4; U {0y, 05}.)
Dans le premier cas il n’existe pas j' € {1, ...,i} tel que v(j) = ('), o \; = A;.
Il suit \; = 0.
Dans le second cas les numéros j' € {1,...,4} vérifiant v(j) = ~;(j') sont exacte-
ment les numéros figurant dans la bande C'. Ces numéros sont donc strictement
a gauche de la colonne contenant j. Par hypothese d’induction, il suit : \; = A;.
Dot A\; =0

On a finalement montré A\; = 0 pour tout j € C<,. Cela acheve le raisonnement
par récurrence et la démonstration du lemme. O

On établit ensuite une propriété inductive liant les vecteurs e;[](¢) aux vecteurs

ei—1[J]().

18.7.4. LEMME
Soit i € {1,...,n}.
(1) Supposons i € Li(T). Pour tout j € {1,....,i — 1} on a l’égalité
elj](9) = eiali](9).

(2) Supposons i € Ly(T). Pour tout j € {1,...,i}, on a l’égalité :
eiljl(¢) = u(eia[v()](9))-

Démonstration. Pour simplifier les écritures, on pose e;[j] = e;[j](¢).

(1) Supposons i € Ly(T"). On a alors :
() = via(G) et V() ="V Vje{l,..,i—1}

Comme ces seules variables interviennent dans la définition inductive des vec-

teurs e;[7](¢) et e;_1[j](¢), on obtient 1'égalité e;[j](¢) = e;_1[j](¢) pour tout
jefl, . i—1}

(2) On suppose i € Lo(T). Observons tout d’abord que cela implique que la
premiere colonne du tableau 7}, contient deux numéros. En vertu de l'axiome
(2L-B), la premiere colonne de §; contient également deux numéros.

On montre la formule énoncée par un raisonnement inductif au cours duquel le
tableau 6; est parcouru de gauche a droite.
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L’initialisation de 'induction est 1’étude du cas ou j € {1,...,i} appartient a
une colonne pleine de ;. Dans ce cas on a v(j) € {(1,02} ou bien v(j) appartient

a une colonne pleine de 6; ;. D’apres I'observation on a ¢[j] = e[j] et
ei_1[v ()] = e[v(y)]. L'égalité découle de la propriété

Soit maintenant un numéro j € {1,...,4} qui figure dans une colonne non-
pleine de 6; supposons 1’égalité établie pour tout numéro j’ de 6; situé strictement
a gauche de la colonne de j. Puisque la premiere colonne de 6; est pleine et puisque

J' n’y figure pas, on a v(j) ¢ {01,02} et vi(5) ¢ {01,02}, donc v(j) et 4;(j) sont
des numéros de 6; situés strictement a gauche de j et I'hypothese de récurrence
s’applique. On obtient :

eils] = w(ev()] + ¢V (j)-elvi(h)))
=u (ﬁez‘—l[V © V(j)] + Cb(i)(j)-a@z‘—l[V ° %(J)])
= @ (e [v(v(5))] + ¢V (v(4))-Tei [y (V(5))])
= ue;_1[v(7)].

On utilise les définitions des vecteurs e;[j] et e;_1[v(5)], de ¢ (j) et le lemme
13.6.6,(2).
Le raisonnement par induction est achevé. O

18.7.5. Définition du drapeau F(¢) = (Vo(¢), Vi(9), ..., Va(®))
Pour ¢ € {1,...,n}, on définit :
Vi(¢) = (eilil(¢) - j € {1,....1}).
En outre on pose Vy(¢) = 0. Ainsi V;(¢) est un sous-espace vectoriel de V, de
dimension ¢, dépendant algébriquement de ¢. On montre le résultat suivant :
LEMME
Soiti e {1,..,n}. On a

ueo(Vi(9)) C Vica(0) CVi(9) et Vi(¢) = Viea(9) ® k-eii](9)-

On définit alors
F(¢) = Vo(9), Vi(9), ..., Vu(9))

qui, d’apres le lemme, est un drapeau sur l'espace V., stable par ’endomorphisme
Uso- De plus I'application ¢ — F(¢) est algébrique.
Démonstration du lemme. D’apres le lemme [18.7.3] on a

dimV;_1(¢) =i—1 et dimV;(¢).

On traite successivement les deux cas i € Ly(T") et i € Ly(T'). Pour simplifier
les écritures, on pose e;[j] = ¢;[7](9).

(1) Supposons i € Li(T).
D’apres le lemme [18.7.4] on a e;[j] = e;_1[j] pour tout j € {1,...,4 — 1}. Il suit :

Viei(¢) C Vi(o).
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Cette inclusion est stricte car les dimensions de V;_;(¢) et V;(¢) sont distinctes.
D’ott nécessairement : e;[i| ¢ V;_1(¢). Il suit I'égalité :

Vi(¢) = Viei(9) @ (k.eild]).

Pour j/ € {1,...,i — 1} on a us(ue;[j]) = e;[j'] dapres §18.6.3] On obtient
Uoo(Ue;[J']) = eim1[j'] € Viei(). Sij" € {01,042}, alors on a ue(ue;[5’]) = 0. On
obtient ainsi : us (ue;[j']) € Vi—1(¢) pour tout j' € {1,...,7 — 1} U {0y, D2}.

Soit j € {1,...,i}. On a par définition de e;[j] :

eili] = teilv ()] + 6 () Teil (7))
Onav(j),v(j) € {1,...,i —1}U{0;,0;}. D’apres Uobservation précédente, il suit

u(e;[j]) € Vi—1(¢). D’on ‘finalement I'inclusion -

oo (Vi(¢)) C Viea(9).

L’étude du cas i € L1(T) est termindée.

(2) Supposons i € Ly(T).
Soit j € {1,...,n}. D’apres le lemme [18.7.4} on a
eilj] = uei1[v(j)].

Siv(j) € {01,0,}, alors on a us(e;[j]) = 0. Sinon on obtient us (e;[j]) = e;—1[v(7)]
d’apres la propriété 4, Dans tous les cas ux(€;]j]) € Vi—1(¢). Comme cela est
montré pour tout j € {1,...,7}, il résulte I'inclusion

uoo(Vi(9)) C Viea(9).

Comme dim V;(¢) = dim V;_;(¢) + 1, il suffit de montrer 'inclusion V;(¢) C
Vii1() + k.e;[i]. Tl résultera I'égalité et Vi(¢) = V;_1(¢) @ k.e;[i] et en particulier
linclusion V;_1(¢) C Vi(¢).

On montre donc
eilj] € Vici(o) + keli]) Vjie{l,..,i—1}.
On discute suivant la place de j dans le tableau 6;_;.

Supposons tout d’abord que j figure dans une colonne pleine de #;_;. Il résulte
que j figure dans une colonne pleine de 6;. On obtient e;[j] = e[j] = e;_1[j] donc
en particulier e;[7] € V;_1(¢). Ce premier cas est résolu.

Soit maintenant j € {1,...,7 — 1} qui appartenant a une colonne non-pleine de
0;—1.

-+ [ —r

6, — .

Comme l'illustre le dessin il découle de la définition de 1’algorithme qu’il existe
JjeA{1,...,i} vérifiant v(j') = v;—1(j) et qui est déplacé au cours de la i-eme étape
de I'algorithme, lorsque 6; est construit a partir de 6;_;. De deux choses I'une :
soit j' est la premier numéro d’une bande de 6;_; située strictement a droite de
J, soit j' = (lorsque j figure dans la derniere bande de 6;_1).
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On mene un raisonnement par induction consistant a passer en revue les nu-
méros du tableau 6;_; de droite a gauche. L’initialisation est I’étude du cas j' = i,
autrement dit du cas ou j figure dans la derniere bande de #;_;. On a immé-
diatement ¢;[i] € Vi_1(¢) + k.e;[i]. Dans I’étude de la transmission de la propriété
d’induction on suppose j* € {1,...,i — 1}. On a ¢][j'] € Vi_1(¢) + k.e;[i] par
hypothese d’induction.

Dans les deux cas on a e;[j'] € Vi_1(¢) + k.e;[i]. On traite de maniere simultanée
les deux phases du raisonnement par induction.

On a (en utilisant :
eialj] = aeia[v(h)] + V() dei i1 (7))
= e ()] + oV (5) aei [v(5)]
= el + 00V ()elf].
Il suit :
eia[v(f)] = eiali] — V() ueilf’] € Viea() + keeqli].

Cet argument complete le raisonnement par induction et conclut la démonstra-
tion du lemme. O

On conclut 1'étude préliminaire de 'espace vectoriel V;(¢) en énongant cette
derniere propriété.

18.7.6. LEMME

Soit i € {1,...,n}. Pour p € {1,2}, on note i, le dernier numéro de la p-éme
ligne de 0; ou bien i, = 0, a défaut, si cette ligne ne contient aucun numéro.
(a) Soit u }(Vi(¢)) limage réciproque du sous-espace Vi(¢) C Vu par l'endo-
morphisme Uy : Voo — Voo On a U'égalité :

Uso (Vi(9)) = Vi(9) + (Ueilia](9), eilin](¢)).-
(b) On a Vi(¢) N (ue;[i (), uei[iz) (9)) = 0. Les vecteurs ue;[ir](¢) et tue;[is)(¢)

forment une famille libre.

Démonstration. Observons tout d’abord qu'on a clairement dimu_!(V;(¢)) =
dim V;(¢) + 2. De cette maniere le point (b) est conséquence du pomt (a) et
il suffit d’établir le point (a). Pour simplifier 'écriture, on pose €;[j] = ¢;[7](¢).

u(Vi(9)) = (uelj]:j€e{l,....i}) +keru
= (ueilv()] =5 € {1, ., 1}) + (uesin](9), ueslia] (9))-
Il suffit donc de montrer : ue;[v(j)] € Vi(¢p) + (ue;[i1](¢), ue;[iz](¢)) pour tout
Jje{l,....i}.
On a 'égalité :
tei[v(5)] = eilf] — ¢ (5)-weilv(5)].
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Si j figure dans une colonne pleine de 6;, alors on a ¢ (j) = 0 et la formule
précédente donne : we;[v(j)] € Vi(o).

Traitons maintenant le second cas, ou la colonne de 6; contenant j n’est pas
pleine. On mene un raisonnement inductif consistant a passer en revue de droite
a gauche les numéros j de 6; figurant seuls dans leurs colonnes.

Si ;i (j) € {i1, 12}, la formule précédente donne

ue;[v(g)] € Vi(o) + (ue;[i1](9), ue;[ia](¢)).

Siy;(7) € {i1,12}, il existe j' € {1, ...,i} situé strictement a droite de j dans 6;
tel que 7,;(j) = v(j). Par hypothese d’induction on a

ue;[vi(7)] = ues[v(5)] € Vi(g) + (ueilin](¢), ueslia)(¢))-
D’apres la formule précédente, il suit

uei[v(j)] € Vi(o) + (ue;lir] (@), ue;iz](9))-

La preuve est complete. O

18.8. Construction de ’ensemble W(T',T")

On note N = dim B,. On construit tout d’abord un morphisme de variétés
d: AN — Bf[;z D’apres le lemme [18.2.1] I'espace affine AV s’identifie & I’ensemble
KT des fonctions de I(T,T") dans k. On définit alors :

O ¢ kT F(g).

Rappelons que la fibre de Springer B, s’identifie au sous-ensemble fermé de la
variété B&Zﬂ formé par les drapeaux F = (Vj, ..., V;,) tels que V,, = V. On considere
ainsi B, comme une sous-variété fermée de B&Q

On montre :

18.8.1. PROPOSITION

(a) L’image du morphisme ® : AN — 1(2’3) est contenu dans B, et est un ouvert
de la composante irréductible KT C B,.

(b) Le morphisme ® est un isomorphisme sur son image.

On définit alors W(T,T") comme I'image du morphisme ®.

En vue de montrer la proposition, on énonce quelques propriétés des vecteurs
e:[7](¢) et de I'espace vectoriel V;(¢), lorsqu’on suppose ¢ € k/(TT7),
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18.8.2. LEMME
Soit ¢ € KT,
(a) On a ¢™(j)=0 Vje{l, .., n}
(b) On a Vi(¢) CV pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Observons que le point (b) découle du point (a). En effet il suit
alors e, [7](¢) = e[j] pour tout j, d’ou : V,(¢) C V. Puis on obtient : V;(¢) C V
pour tout i € {1,...,n}, en utilisant 'inclusion V;(¢) C V,,(¢).

Démontrons (a).

Notons 6; désigne le tableau obtenu apres la i-eme étape de ’algorithme de T-
construction de 7. Comme on suppose que 1" est T-constructible, on a 6, = T".
Si le numéro j apparait dans la seconde ligne de T, alors j figure dans une colonne
pleine de 6, et on a ¢ (j) = 0 d’apres . Il reste & montrer : ¢ (j) = 0
pour j € {1,....n} N Li(T").

On montre cette propriété au terme d’un raisonnement par récurrence sur i.

Soit ¢ € {1,...,n}. Rappelons que le tableau 6; est divisé en deux sous-tableaux
0;[A] et 6,(B] (cf. §18.4.1). On note 5% et 5@ les longueurs des lignes de 6;[A].
Soit j € A; N Li1(T"). On note ¢; le numéro de la colonne de 7" contenant j. En
vertu de I'axiome (2L-A), le numéro j figure également dans la g;-eme colonne du
tableau 6;.

——— @j cases ——

k) ok ok ok ok ok X ok ok

— 50 cases —

Rappelons que s; et §; désignent les longueurs des lignes du sous-tableau T},
et qu'on note 8 = sy — 8y (pour ¢’ € {1,...,n}) (cf. §18.1.2)).
On définit 7® comme I’ensemble des numéros j € A; N Ly (T") tels qu’il existe
i" € Ip¢(T,T") avec i’ > i et vérifiant
G — 85 > S
On montre pour tout i € {0,...,n} et tout j € A; N Ly (T") :
j g1V =) =0.

Observons qu’on a en particulier 10 = . Ainsi il est suffisant de montrer cette
propriété pour terminer de montrer le lemme.

On raisonne par récurrence sur ¢, avec initialisation immédiate si i = 0. Suppo-
sons la propriété vraie pour i — 1 > 0. Soit j € Li(T") N A;. Si j figure dans une
colonne pleine de 6;, on obtient ¢ (j) = 0 d’apres la propriété . Il reste a
considérer le cas ou la colonne de #; contenant 7 n’est pas pleine. On distingue
deux cas.
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(1) Supposons i € Ly(T).
La premiere colonne de 7j; contient alors numéros. D’apres (2L-B), il en est de
meéme de la premiere colonne de #;. Comme j ne figure pas dans une colonne pleine
de 6;, en particulier j n’est pas dans la premiere colonne de 0; et on a v(j) € A; 1
d’apres I'observation Le fait que j ne figure pas dans une colonne pleine de
0; implique en outre que la premiere ligne du sous-tableau 6;_1[A] est plus longue
que la seconde, d’ott il suit : 3@ = 501 4+ 1. On a par ailleurs Qi) = q; — L.

Supposons gbl)( ) # 0. Par définition de ¢ (j), on a ¢ (j) = ¢~V (v /(7).
Dot : ¢("Y(v(5)) # 0. Par hypothese de récurrence on obtient v(j) € I¢ i1
et il existe ¢/ > i tel que i’ € Ly¢(T,T") et g, — §0Y > 5. D’ apres ce qui
précede, on a donc ¢; — 59 > 5. On a d’autre part s — 50 > ¢; — 5@ donc
s@ — 50 > 5, = s) — 50 T suit : ' > 4. D’olt finalement j € 10,

(2) Supposons i € Li(T).

Le fait que j ne figure pas dans une colonne pleine de #; implique que la premiere
ligne du sous-tableau ;[ A] est plus longue que la seconde. On en déduit facilement
Iégalité : 5 = 50-1),

Supposons tout d’abord j < i — 1. On a ¢W(j) = (25(2 D(4). Si on suppose

¢ (5) # 0, alors il suit qb(i_l (j) # 0 et on obtient j € I6=Y par hypothese de
récurrence. Il existe donc i’ > i tel que i’ € Iy (T, T") et ¢; — 371 > 5. On
obtient g; — 30 = q; — 50-1 > 5, Comme d’autre part s@ — 30 > q; — 350 et
comme 5y = s@) — 5 il suit ¢/ > 4. D’ou : jEI(’)

Traitons enfin le cas j = i. On suppose en particulier i € A; N Ly(T"), ce qui
implique B; 1 = 0 (cf. observation et i € I4¢(T,T"). Rappelons que la
fonction ¢ : I(T,T") — k a été étendue par zéro en ¢ : {1,...,n} — k et qu'on
a gb(z (i) = ¢(i). Si on suppose ¢ (i) # 0, alors il suit s € I(T,T") et finalement
i € I, par définition de I (T,71").

La démonstration est complete. O

18.8.3. LEMME
Soit ¢ € kT tel que ¢(i) # 0 pour tout i € I(T,T"). Soiti € {1,...,n}. Pour
j€{1,...,i} on note qﬁ-l) le numéro de la colonne de 0; qui contient 7. On a :

(1) (4)
“ovjed{l,.., ).

eilj](¢) € keru® ™ — ker u%

Démonstration. On montre tout d’abord le fait (F) suivant (sous les hypotheses
de I’énoncé) :
(F): ¢Y(j)#0 VjeB.

On procede par récurrence sur ¢ > 0. Supposons la propriété vraie jusqu’en ¢ — 1.

Soit ] S Bz

Supposons tout d’abord i € Li(T). Si j < i —1, alors on a j € B;_1 (cf.
observation donc ¢ (5) = ¢tV (j) # 0. Traltons le cas j =i. Sii € B;
alors en particulier B; # () et i ¢ I (T, T"). I suit i € I(T,T") et ¢ (i) = p(i) #
0.
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Supposons ensuite i € Ly(T'). D’apres I'observation [18.6.4) on a v(j) € B;_;.
Par récurrence il suit ¢ (5) = ¢V (v(5)) # 0.
Le fait (F) est établi.

Pour alléger I'écriture, on pose e;[j] = e;[j](¢).

‘ () . ,

D’apres la propriété [18.7.2) on a e;[j] € keru® . Il reste a montrer e;[j| ¢
@)

keru% ~'. On raisonne par induction en parcourant le tableau 6; de gauche a
droite.

Si j est contenu dans la premiere colonne de 6;, alors on a immédiatement

() ,
ei[j] € keru% ~! car ce noyau est trivial. Traitons ensuite le cas ol qj(-z) > 1 et ou
v(7),7:(4) ¢ {01, 0,} figurent dans la méme colonne de 6;, qui est nécessairement la

(q](-l) - 1)—éme On a alors ¢;[v(j)] = e[v(j)] et e;[:(4)] = e[1:(4)]. Il suit facilement
elj] ¢ kerut .

Supposons maintenant j tel que ¢V (j) > 1 et tel que v(j) et v;(j) ne figurent
pas dans la méme colonne de 6;. En particulier j est le seul numéro dans sa colonne

de 6;. Par induction on suppose €[] ¢ keru ~ pour qj(-f) < q§i).

Supposons d’abord. j € A;. Alors v(j) est un numéro de la (¢ (j) — 1)-eme
colonne de 6;, contrairement a ;(j) par hypothese. On a donc :

ue;[v(j)] ¢ ker w1t et ue;[v:(7)] € ker uts’ =

Par définition de e;[5], il suit e;[j] ¢ ker u(®.
Supposons enfin j € B;. La (¢7(j) — 1)-eme colonne de 6; contient soit v(j),
soit 7;(7). On a donc :

ue;[v(j)] ¢ ker w1 et ue;[vi(7)] € ker w1

ou bien we;[v(j)] € keru% L et ue;[vi(y)] ¢ keru®' L,

Par définition de ¢;[j] et en utilisant le fait - déja établi - que dD(5) # 0, il suit
eilj] ¢ keruts .

La démonstration est complete. O

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition [18.8.1}

18.8.4. Démonstration de la proposition |18.8.1

Notons W C B&@(Voo) I'image de 'application algébrique ¢. On montre suc-
cessivement, :

(1) Le sous-ensemble W C Bq(ﬁz est localement fermé et 'application ® est un
isomorphisme sur W.

(2) Le sous-ensemble W est contenu dans la fibre de Springer B,,.

(3) Tl existe un ouvert © de W tel que 2 C BY.
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Les points (1), (2) et (3) impliquent que W(T,T") est un ouvert de K7.

(1) Soit i € {0, ...,n}. Onnote IV(T,T") = I(T, T')N{1,...,i}. Rappelons qu’on
note B&)o comme l'ensemble des drapeaux partiels F = (0 =Vy C V; C ... C V})
sur Vo avec dimV; = j et us(V;) C V; pour tout j € {1,...,i}. Puis on définit
I’application

e . pIO@T) . W

Uoo

¢ — (Vo(9), ..., Vi(®)).

L’application ®®) est algébrique. On note de plus W I'image de I'application
®@. On a bien sir ™ = & et WM = W.

On montre par récurrence sur i > 0 que le sous-ensemble W C B&)o est
localement fermé et que Papplication ®® est un isomorphisme sur W®.

Supposons la propriété établie au rang ¢ — 1 > 0. Soit
gl . w1 pIOTT)
F = UF
I'isomorphisme inverse de ®®. Si F = (1, ..., V;) est un drapeau partiel, on note
Fi = (W, ..., Vi—1) le sous-drapeau.
Notons 77 et iy les derniers numéros de chaque ligne du tableau 6;_;. On suppose
i € L,(T") pour p € {1,2}. D’on v(i) = i,. Soit p’ € {1,2} le numéro de l'autre

ligne de T”. Le prolongement par zéro de ¢ en une fonction définie sur {1,...,n}
est encore noté ¢. Décrivons 'ensemble W®)

Observation préliminaire. Supposons tout d’abord i € Li(7T). On a alors :
iy = (1) et gzﬁgz) = ¢(i). Il suit (en utilisant le lemme :
elil(9) = ueilip)(@) + @(i).uesliy](@)
ue;—1ip) (@) + (7). ue;_1[iy](@).
Siie Ly(T)— I(T,T"), alors on a ¢(i) = 0, d’ou :
e[i](¢) = uei—1[ip]().
Supposons ensuite ¢ € Ly(T). D’apres le lemme on a
eli](¢) = uei1[ip]().
On distingue deux cas.

(1.a) Supposons i ¢ I(T,T"). D’ou : I®)(T, T") = I0=(T,T").
On note

W = {]—" = (Wo, ... W3) : Fi € WD ot W, = Wi, @ k.(’aei,l[z’p](wﬂ))} .
D’apres I'observation préliminaire et le lemme [18.7.5} on a :
— d’une part 'inclusion W® cW,
— d’autre part, pour tout F € W, l'égalité F = q)(i)(@/)fl).
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11 suit : W® = W. L'ensemble W@ est donc localement fermé dans B&Qo et les
applications ®@ et
i (i—1) ’ (2) ’
U WO IV IOCT) sy
sont des isomorphismes, inverse I'un de 'autre.
(1.b) Supposons i € I(T,T"). D’ott (T, T") = I(T, T") U {i}.

On note

W= {F = (Wo,o, Wi) s F € WO, Wi £ Wiy @ k(i [iy) (7))
et Wi © Wiy & (e [in) (), s 1[in) (¥7)) |

D’apres l'observation préliminaire et les lemmes |18.7.5| et |18.Z.§L I’ensemble E
est localement fermé dans Bff; et on a linclusion W® c W. Soit F € W.

Posons ¢ = 1)7. D’apres le lemme W il existe ( € k unique et dépendant
algébriquement de F tel que

uei1[ip) (V) + C.uei—1liy](v) € Wi

Soit ¢ : IW(T,T") — k I’application définie par ¢x(j) = 1(j) pour j < i — 1
et ¥£(i) = (. D’apres l'observation préliminaire et le lemme , on a F =
) (1h£). 1l suit : W = W. Le sous-ensemble W@ < BY) est donc localement
fermé et les applications ® et

T W kI(i)(T’T/), F —r
sont des isomorphismes, inverse l'un de l'autre.

La démonstration de 'assertion (1) est complete.

L’assertion (2) découle du lemme [18.8.2

(3) Soit Q C K'TT) le sous-ensemble formé par les fonctions ¢ : I(T,T") — k
vérifiant ¢(i) # 0 pour tout i € I(T,T"). Son image ®(2) par ¢ forme alors un
ouvert non-vide de W. Rappelons que s; désigne la longueur de la premiere ligne
du sous-tableau 7j;. D’apres le lemme et I'axiome (2L-B), on a pour tout
F=Vo,.., Vi) € (Q) et tout i € {1,...,n}:

Vi Ckeru® et V¢ keru®il.

Il résulte facilement : F € BT,

Cet argument conclut la preuve de l'assertion (3). La démonstration de la pro-
position est désormais complete. O

On conclut cette sous-section par une derniere observation, qui sera utile par
la suite.
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18.8.5. Observation

(a) Soit ¢ € k'"T) Soit i € {1,...,n}. Supposons j € {1, ...,i} tel que ¢ (j) # 0.
Alors il existe j' € {1,...,n} tel que v;(j) = v(j’).

(b) Soit i € I(T,T") Il existe j' > i tel que (i) = v(j).

Démonstration. (a) Supposons par l'absurde i" € L;(T") pour tout ¢’ > i. Alors on
a ¢ () = ¢W(4) # 0. Cela contredit le lemme [18.8.2}(a). Il existe donc ' > i tel

que ¢ € Ly(T).
Supposons i minimal pour cette propriété. On a donc encore v _1(j) = v (Jj)-
D’apres I'observation [18.6.7] il existe j" € {1,...,7'} tel que v(j") = 7:(j).

(b) On fixe ¢ € kT tel que ¢(i') # 0 pour tout 7/ € I(T,T"). On suppose
i € I(T,T") donc en particulier i € Li(T). Par définition on a ¢ (i) = ¢(i) # 0.
D’apres le point (a) il existe j € {1,...,n} tel que v;(i) = v(j’). Observons que 4
est 'unique numéro de la derniere colonne de 6;. Ainsi 7;(i) est le dernier numéro
de la ligne de 6; qui ne contient pas i. Le numéro j' ne figure donc pas dans le
tableau 6;, autrement dit on a j' > 4. O

18.9. Etude de intersection W(T,T") N S, (T")

L’ensemble W(T,T") satisfait aux points (1) et (2) du lemme [18.2.2] Il reste a
établir qu’il satisfait aux points (3) et (4) du lemme, alors le lemme [18.2.2] sera
démontré. Commencons par quelques rappels et posons quelques notations.

18.9.1. Rappels préliminaires a propos de la cellule de Schubert

Rappelons que la cellule de Shimomura S, (7") associée a T" s’obtient en inter-
sectant la fibre de Springer B, avec une cellule de Schubert. Le tableau T” est une
numérotation des cases de Y et lui correspond la bijection ag : {1,....,n} — |Y]|
qui envoie i sur la case de Y portant le numéro ¢ dans T’. La bijection aq
définit une cellule de Schubert S, , C B (cf. §7.1.2)). Par commodité on note

S(T") = Sa,,- On a (cf. §7.1.5) :
S.(Th) = S(T") N B,.
Rappelons quelques caractéristiques de la cellule de Schubert S(7”) C B. Dans

§7.1.1 on a définit un ordre < sur |Y|, 'ensemble des cases du diagramme Y.
Lorsque, comme ici, le diagramme Y a deux lignes, les cases sont ordonnées ainsi :

6 4 3 2 1

Y:

7| 5

Pour i € {1,...,n} on pose

L={je{i+1,..n}:ar(j) >ar(i)}
et Ii={je{l,..n}:apr(j)>ar()}.
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Ezemple. Supposons

1{4/5]9]10
2136|738

T =

On a par exemple I3 = I, = 0, Is={1,2} et I, = {1,2,3}.
On a I; = {6} et I5 = {1,2,3,4,6}.
On a d’autre part Iy = {9} et Iy = {1,2,3,4,5,6,7,9}.

On caractérise les drapeaux contenus dans la cellule S(7”) en termes de bases
adaptées. Soit F = (Vg,...,V,) € B. On dit qu'une base (e1,...,,) de V est
adaptée a F si le sous-espace V; est engendré par les ¢ premiers vecteurs de la
base, pour tout i € {1,...,n}.

Propriété 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Le drapeau F est contenu dans la cellule S(7").
(b) Le drapeau F admet une base adaptée (11, ...,7,) telle que :

ni —eli] € lelj]:j€L;) Vie{l, .. n}
(c) Le drapeau F admet une base adaptée (1, ...,&,) telle que :

ei—elil €lelj]:7€ ;) Vie{l, .. n}

Observons que la base (1, ...,€,) est unique. Plus précisément : pour tout i €
{1,...,n}, le vecteur ¢; est unique pour les propriétés :

V; = V;'_l D (/{381) et Ei — €[Z] € <€[j] . j c ]z>
Il existe des scalaires (; ;(F) (pour i € {1,...,n} et j € I,) tels que
e —eli] =Y Gy(Felj] Vie{l,..n}
JEI;

Les fonctions coordonnées ¢;; : S(T") — A! (pour i € {1,...,n} et j € I;) ainsi
obtenues sont algébriques et leur produit est un isomorphisme de la cellule S(T")
sur un espace affine.

Soit (11, ...,m,) une base adaptée a F satisfaisant la condition du point (b) de
la propriété ci-dessus. La base (1, ...,7,) n’est pas unique. Il existe des scalaires
Zi,j (pour i € {1,....,n} et j € I;) tels que

n — eli] = sz-e[j] Vi€ {1,..,n}.

Les coordonnées (; ;(F) s’obtiennent en fonction des scalaires ¢ ;.; selon la regle
suivante.
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Propriété 2. Pouri € {1,...n}et j€ ;. On a:
gi,j (}_) = Zz] + Pi,j
ou F;; est un polynome en :
~ (o pourd € {l,...;i —1} tel que &’ € I; et j € Iy,

~ Cyy pourd €{l,...,i—1} et j € 1.

Démonstration. Soit i € {1,...,n}. Soit une combinaison linéaire :

n=eli] +_ eljl.

Jel;
Il suffit de montrer ’assertion suivante : “si n € V;, alors on a pour tout j € Yj :
Cij=C;+ P

ot P; est un polynome en : (;; (pour i’ € {1,...,i — 1} N I; tel que j € I) et
ZM, (pour i’ € {1,...,i — 1} et j' € I+).” On prend ensuite n = 7; et on obtient
la propriété.

On montre 'assertion par induction sur ’ensemble

I)={ie€l;—1I:(y #0}.

Si cet ensemble est vide, alors on a par unicité n = ¢; et ; ; = Zj pour tout j € I;.

Supposons qu’il existe i’ € I(n) que l'on choisit tel que ag(i'), la case du
diagramme Y portant le numéro i dans 7", soit maximale (pour I'ordre introduit
dans et rappelé ci-dessus). Il suit : I(n) C {#'} U Iy. On a en particulier

i’ < i—1donc ny € V;. Le vecteur n — (;.ni est encore contenu dans V;. Ce
vecteur a la forme suivante :

n— Zi/-m/ = €[i] - Zw-m/ = Z(Zy - Zi’Zi’,j)'e[j] + Z Zj-e[j]'

jej,b-/ ]671 _Ti’

On a I(n — (y.m#) C Iy. L'hypothese d’induction s’applique et on obtient la
propriété. O

18.9.2. L’ensemble I(6;)

On définit un ensemble analogue a I(7") (cf. relatif au tableau 6; pour
ie{l,..,n}.

Soit j € {1,...,i}. Soit p € {1,2}. On note m,(j) le nombre de numéros de
la p-eme ligne de 6; situés dans les colonnes strictement a gauche de la colonne
contenant 7.

On note I7(0;) 'ensemble des numéros j € {1,...,i} de la premiere ligne de
6; (donc de T") tels que my(j) > ma(j). On note I~(6;) 'ensemble des numéros
j €{1,...,i} de la seconde ligne de 6; (donc de T") tels que ma(7) > my(j). Enfin
on pose

1(0:;) = I (0;) U I (6y).
Lorsque le tableau T” est T-constructible, comme on le suppose ici - on a ¢, = T".
Les ensembles 1(6,,) et I(T") coincident.
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Ezemple. Supposons

Qi:

On a I(0;) = {1,2,6,9}.

Pour j € {1, ...,n}, on note ¢} le numéro de la colonne de 7" qui contient j. On
pose par convention gy = gy = 0.
La propriété suivante, qui découle directement des définitions, caractérise les

éléments de I'ensemble 1(#;) d'une autre maniere et établit une relation entre
I'ensemble 7(6;) et 'ensemble I(T").

Propriété. (1) Soit j € {1,...,i}. On a les équivalences suivantes :
pour j € Li(0h) : j € 1(6:) & ay = a5
pour j € Lo(0;) : j € I(6:) < q,,;) > &, ;) -

(2) Supposons i € Ly(T). On ai € I(0;) < i € I(T").

Observons que 'ensemble 1(6;) a également un lien avec 'ensemble I; introduit

dans §18.9.1]
Observation. Soit j € {1,...,i}. Supposons qu’il existe 7/ € {1,...,n} tel que
7i(5) = v(j'). On a I’équivalence

jel®) & j el

En effet cela découle facilement de la propriété précédente.

On montre le lemme suivant :

18.9.3. LEMME
Soit une fonction ¢ : I(T,T') — k. Soiti € {1,...,n}. Supposons : ¢y = 0 pour
tout i' € {1,...,i} tel que ' ¢ I(T").
(a) Soit j € {1,...,i}. Si j & I(6;), alors ¢ (5) = 0.
(b) On a

eilil(¢) —eljl € (el j' € I;) Vie{L, ....i}.

N

A T'aide du lemme nous montrerons ensuite la proposition :
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18.9.4. PROPOSITION
(a) Soit une fonction ¢ : I(T,T") — k. On a l’équivalence suivante :

F(p) € Su(T") & ¢y =0 Vi ¢ I(T").

(b) Lapplication k' 7 — S,(T"), ¢ — F(¢) est une immersion fermée d’image
W(T, T") N S, (T").

D’apres cette proposition et la proposition |18.8.1] 'ensemble W(T,T") défini
dans §18.8| satisfait aux conditions du lemme [18.2.2] Le lemme [18.2.2] est donc
établi et cela acheve la preuve du théoreme [18.2]

Il ne reste plus qu’a prouver le lemme [18.9.3| et la proposition [18.9.4

Démonstration du lemme. (a) On montre la propriété par récurrence sur i > 0.
Supposons la propriété vraie au rang i—1 > 0. Soit j € {1, ...,4} tel que ¢ (5) # 0.
Montrons qu’on a j € 1(6;).

Rappelons qu’on note ¢; le numéro de la colonne de 7" contenant j et qu’'on
pose par convention gy = gy, = 0.

(1) Supposons i € Li(T).
Supposons d’abord j < i — 1. On a alors ¢U~V(j) = ¢ (j) # 0 donc j €
I1(0;_1) par hypothese de récurrence. D’autre part on a v;(j) = v;_1(j). D’apres
la propriété |18.9.2(1) il suit j € I(6;). Traitons le cas j = i. On a par définition
#(i) = ¢V (i) # 0. L suit i € IT(T"). En particulier i € I(T"). D’aprés la propriété
18.9.2/(2) on a i € I(6;).

(2) Supposons i € Lyo(T).
Comme on suppose ¢ (5), le numéro j n’est pas contenu dans une colonne pleine
de ;. Comme i € Ly(T), la premiere colonne de Tj; contient deux numéros.
D’apres (2L-B) la premiere colonne de 6; est pleine. Il suit : v(j),v;(7) € {01, 02}

On a par définition ¢(~Y(v(5)) = ¢ (5) # 0. Il suit : v(j) € I(6;_1). On a
clairement ¢} = ¢, ;) + 1. On a d’autre part (en utilisant §18.6.6}(2)) :

/ / /
D) = o) 1= Gowoy T 1

D’apres la propriété [18.9.2,(1) on obtient j € I(6;).

Cet argument conclut le raisonnement par récurrence et la démonstration du

point (a).

(b) On pose par convention Iy, = Iy, = (. Pour alléger I’écriture, on pose
eilj] = elj](9).

Observation. Soit ' € {1,...,n} tel que v(j') € {01,0s,1,...,7}. On a clairement
I'implication suivante :

eilv (7)) — elv(5)] € (els"] : 5" € Tuyy) = Ueslv(5)] — eli'] € (eli"] : " € Ijr).

On montre la propriété par induction en parcourant le tableau de gauche a
droite. On initialise I'induction pour j € {0, (2}. Dans le cas général supposons
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j €{1,...,i}. On a par définition :
eilj] = aesv ()] + ¢ (7).-ae[i(4)]:
Par hypothese de récurrence on a
eilv(7)] —elv(7)] € (eli"] : 7" € Tuip) et eilwi(h)] — elw(i)] € (eli"] : 7" € L))
D’apres 1'observation on a :
ue;[v(5)] — elj] € (e[i"] : 7" € I,).
Si ¢ () = 0, alors on obtient la propriété en j.

Supposons maintenant ¢ () # 0. En combinant le point (a) du lemme aux
observations .(a) et [18.9.2, on obtient qu'il existe j' € I; tel que y;(j) =
v(j'). On a clairement l'inclusion I; C I;. D’apres 'observation ci-dessus, on
obtient

uei[vi(7)] — elj’] € (eli"] - §" € 1;).
Il suit :
eilj] — elg] € (eli"] : " € I).
La propriété est donc vraie en j.

La démonstration est complete. O

Démonstration de la proposition. En combinant 'observation [18.8.5(b), la pro-
priété [18.9.2L(2) et 'observation [18.9.2] on fait la remarque suivante :
Observation préliminaire. Soit i € I(T,T"). On a v;(i) = v(j') avec j' > i. On
adeplus:j el, <iel(T).
(a) D’apres la propriété [18.9.1]1, si le drapeau F(¢) est contenu dans la cellule
S(T"), alors pour tout i € {1,...,n}, on a l'inclusion :

Vi(¢) C (elj] -5 €{1,..,i} U U ).

Supposons qu'il existe ¢ € I(T,T") — IT(T") tel que ¢(i) # 0. On choisit 4
minimal pour cette propriété. D’apres I'observation préliminaire on a 7;(i) = v(j')
pour j' >ietj ¢ I;. Dot :i € 1.

On a v(i) € {01, 02} ou bien v(i) est le dernier numéro d’une ligne de 6; ;. On
a (i) € {01,02} ou bien 7;(7) est le dernier numéro de 1'autre ligne de 6; ;. Pour
tout j € {1,...,i — 1}, il suit : j € I; (si j est dans la méme ligne que i) ou j € I
(si j est dans l'autre ligne). D’apres ce qui précede, on obtient : j € I pour tout
je{l,...,i—1}. Il suit :

{1, ,Z} U U TZ‘/ C Tj/.

=1

On a ensuite

eilil(¢) = e[ (i)(¢) + o (i) uei[v:(4)](9)
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avec ¢(i) # 0. Comme dans la démonstration du lemme précédent on a
e [v(i))(¢) — eli] € {ej : 5 € L).
On a d’autre part :
ueilyi(i)](¢) = ueilv(51)](0) = eljT+v
avec v € (ej : j € I;). Il résulte : ¢;i] ¢ (e[j] : j € I;/). D’ou :
Vi(8) & {eli]  j € Iy).
Des lors le drapeau F(¢) n’est pas contenu dans la cellule de Schubert S(77).

Soit maintenant ¢ € k' (7). D’aprés le lemme [18.9.3}(b) et le lemme [18.7.5] la
famille (e1[1](¢), ..., en[n](¢)) est une base de V' adaptée au drapeau F(¢) et qui

vérifie : B
eilil(¢) —eli] € {e[s] : j € L).
D’apres la propriété [18.9.1]1, on a F(¢) € S(T”). D’olt F(¢) € Su(T").

On a montré le point (a).
(b) D’apres le point (a) on obtient un morphisme de variété algébriques :
UK = S(TY), ¢ F(9)
dont 'image est I'intersection W(T', T")NS,,(T"). D’apres §18.9.1| pour ¢ € k7" (T,
le drapeau F(¢) admet une unique base adaptée (£1(¢), ..., e,(¢)) vérifiant
ei(p) —elil € (elj] :je L) Vie{l, .. n}
Il existe des scalaires (uniques) ¢; ;j(¢) (pour j € I;) tels que
=3 Gule)el
JeL;

Les fonctions ¢ ; : k(™) — A ainsi construites sont des morphismes de variétés
algébriques et I’application ¥ est obtenu comme le produit des fonctions ¢; ;.

Fixons ¢ € kI () et continuons de considérer la base (e1[1](¢), ..., en[n](9)).
II existe des scalaires ¢, ; (i € {1,...,n}, j € I;) tels que

eli)(8) — eli) = 3T, (@eli] Vi€ {1},
j€l;
Supposons i € I7(T"). D’apres l'observation préliminaire, on a v;(i) = v(j;)

avec j; € I;. On a I'égalité :

elil(¢) = uei[v(i)](9) + p(i).uei[v(j:)](4)-
D’apres le lemme [18.9.3](b) on a

eilv(G)(@) — elv(5i)] € (elj] : j € Ly)-
(Rappelons qu’on a posé Iy, = Iy, = ().) Il suit :

ue;[v(5;)](9) — elji] € (ely] : 7 € 1;,).
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D’ou on obtient :

Zi,ji(¢) — (i) € k[p(i") - " < i
et d’autre part
Cio(0) € k[p(") - i" <] sid' ¢ 1;,U{ji}.
Pour ¢/ < i et j/ € I, on a par ailleurs clairement :
Co(0) € k[o(i") - i" < ).

D’apres la propriété [18.9.112, il résulte :

Giji (@) — 0(i) € K[p(i")  i" < i].

Les applications ¢ — ¢ ;,(¢) sont polynomiales (car algébriques). D’apres ce

qui précede, le morphisme d’anneaux

U klzy i€ {Lln}, j € L] = Ko@) si € I'(T)], 2ij = Giy(9)
induit par ¥ est surjectif. Il suit que 'application ¥ est une immersion fermée.

La démonstration est complete. O
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Chapitre 19. CALCUL DE LA DIMENSION D’UNE INTERSECTION
DE COMPOSANTES DANS LE CAS DEUX-LIGNES

Le diagramme Y = Y (u) est toujours supposé de type deux-lignes. Dans ce
chapitre on se donne 71, ..., T,, € T (Y) des tableaux standards qui définissent des
composantes K71, ..., KTm C B,. Le but de ce chapitre est de calculer la dimension
de l'intersection de ces composantes.

D’apres le lemme [12.1.2 et le théoréme [14.2] lintersection K™t N ... N KTm
est non-vide si et seulement si il existe un tableau standard qui est (77, ..., T),)-
constructible, i.e. Tj-constructible pour tout [ € {1, ..., m}.

Le calcul de la dimension de I'intersection K™ N --- N K™ provient alors des
trois faits suivants :
(1) On a l'égalité :
dim K" n---Nn K™ = Maxpdim S, (T)N K N -0 K™

ou le maximum est pris pour 7" € 7 (Y') parcourant I’ensemble des tableaux
standards (77, ..., T,,,)-constructibles.

(2) Soit T" € 7(Y) un tableau standard (77, ...,T,,)-constructible. L’inter-
section S, (T) N KTt N .- N KTm est isomorphe & un espace affine A%.

(3) La dimension de S,(7") N K™ N --- N K™ est solution d'un probleme
d’algebre linéaire élémentaire.

On établit ces trois faits, mais non l'un apres I'autre. Tout d’abord sous 1'hy-
pothese de (2) (dont la démonstration interviendra plus tard) on établit le pro-
position suivante, dont (1) découle facilement.

19.1. PROPOSITION

Soit T" € T'(Y) un tableau lignes-standard (T4, ..., T,,) constructible. Soit T =
ST' la rectification standard de T'. Les drapeaux Fr+ et Fp sont contenus dans
Khn...NnK™ etona:

dim S, (TN K n--.Nn K™ <dim S, (T)N K" n--.n K™,

Démonstration. On a Frr € KI'n-.-N KT d’apres . D’apres la proposition
[b.4.1] le drapeau Fr est contenu dans la fermeture de I'orbite de Frv pour laction
du centralisateur de u. Il suit Fr € KT N -.. N KT, D’autre part, par semi-
continuité de la dimension de I'espace tangent, on a :

dimTr, (K"N K" N NK™) <dimTr (K"'NK"*N---NK™)

ot KT est la composante irréductible associée & T. Comme S,(T") C KT (cf.

§7.1.6) et comme d’autre part il découle de §12.1.3] que Fp+ est contenu dans
toutes les composantes irréductibles de S, (7") N K*t N --- N K'm_ on obtient :

dim S,(T)N K" n--- N K™ <dimTg, (K" N K" n---n K™).
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Comme S,(T) est ouvert dans K7 (cf. remarque [7.2.2)) et comme on suppose
intersection S,(T) N KTt N --- N KT isomorphe & un espace affine, on obtient
I’égalité

dim S, (T)N K" N N K™ =dimTr (K" N K n-..n K™).

La démonstration est complete. O

Présentons maintenant le probleme d’algebre linéaire élémentaire, dont on verra
ensuite qu’il est lié au calcul de la dimension dim S, (T)N K™ N---N K™ comme
annoncé au début de ce chapitre.

19.2. Calcul de la dimension d’une intersection finie de sous-espaces
vectoriels définis par des familles d’ensembles localement inductives

19.2.1. Position du probléme. Définition du nombre §(X; Aq, ..., An)
Les données du probleme sont :
— X un ensemble fini,
- Ay,...,A,, des familles de sous-ensembles de X

(ot on appelle famille de sous-ensembles de X un sous-ensemble A C P(X).)

On considere le k-espace vectoriel V(X)) généré par X et une base (e;)qcx-
Pour un sous-ensemble A C X, on note

€p = E €.

T€EA

Pour [ € {1,...,m}, on pose

V(.AZ) = <6A A€ .Al)
Le probleme consiste a calculer le nombre :

0(X; Ay, oy Ap) = dim [ V(A).

=1

On s’intéresse plus particulierement au cas ou les familles Ay, ..., A, C P(X)
sont localement inductives.

Famille localement inductive. Une famille A de sous-ensembles de X est dite
localement inductive lorsque, pour tous A, A € A, on a I’équivalence suivante :

ANA £0 & AcC Aoud C A
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Résolution du probléme dans le cas ou les familles Ay, ..., A,, sont localement
inductives.

On note X+ = X U {oo}. Soit A une famille localement inductive de sous-
ensembles de X. On pose AT = AU {X*}. De cette maniere, pour z € X+ il
existe un ensemble A(x) € A% minimal tel que = € A(z). Si on note A (x) la
sous-famille formée par les ensembles A € AT contenant x, alors I'ensemble A(x)
est donné par la formule :

A)= ) A
AcA* (z)
On définit une relation d’équivalence sur X+ en posant :

x o~ a2 st Alx) = A(2)).

Soient Ajq, ..., A,, des familles localement inductive de sous-ensembles de X.
Chaque famille définit une relation déquivalence ~ 4, sur 'ensemble X *. Soit ~
la relation d’équivalence engendrée par les relations ~ 4, : on écrit z ~ 2’ 'il
existe une suite x = xg, 1, ..., z, = =’ et des indices [y, ..., 1, € {1,...,m} tels que
Tp_1 ~y, Tp pour tout p € {1,...,m}.

On montre :

19.2.2. PROPOSITION
Si les familles Ay, ..., A, C P(X) sont localement inductives, on a l’égalité :

S(X A, s An) = (X T/ ~) — 1.

ot ~ est la réunion des relations d’équivalences sur X+ = X U {oo} induites par

les familles Ay, ..., A,.
On utilise le lemme :

LEMME

Soit A C P(X) une famille localement inductive. Le sous-espace V(A) C
V(X) est l'ensemble des combinaisons lincaires ) . (z.€, caractérisées par les
équations, pour tous xr,x’' € X :

Coc = C:c’ stx ~A 33'/,

(=0 six~y00.

Démonstration du lemme. On établit séparément les deux inclusions. Supposons
Y sex Go-€x € V(A) et vérifions que les équations formulées ci-dessus sont satis-
faites. Il existe des scalaires £4 (A € A) tels qu’on ait 1'égalité :

D leez=> tacea

reX AcA
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Six ~ 4 00, il résulte (, = 0. On pose {x+ = 0 par convention. On a pour tout z :
G= 2. &
AeA+(x)
Supposons = ~ 4 y. On a clairement I'égalité A" (x) = A*(y). D'ou : ¢, = (.
Inversement, supposons que les scalaires (, (z € X) satisfont aux équations
écrites ci-dessus. Pour # € X7t on note Cy(z) C X la classe d’équivalence

de x pour la relation ~4. Soit X’ un ensemble de représentants des classes
d’équivalences autres que C4(00). D’ou :

Xt = CA(OO) L |_| CA(ZL’)

zeX’

ZCI-QI = Z Ca- Z Cy = Z Ca-CCA(x)-

zeX rxeX’ y€C 4(c0) e X’
Il suffit de montrer : ec () € V(A) pour tout x € X — C4(00).

On a clairement l'inclusion Cy(x) C A(x). Pour y € A(z) — Cy(z), on a
Ay) C A(z) —Ca(x). Pour y € A(x) — Cy(z) il existe A'(y) € A maximal tel que
y € A(y) C A(x) — Ca(x). Soit Y’ C A(x) — Ca(x) tel que les ensembles A’(y)
(y € Y') sont deux-a-deux distincts. Par inductivité locale, les ensembles A’(y)
sont disjoints deux-a-deux et on obtient

Alz) = Cu(z) U | | A'(y).
yey’
D'ou :
CCu(w) = CA(z) — Z eay) € V(A).

yey’
La démonstration est complete. O

Démonstration de la proposition. D’apres le lemme, I'intersection ()", V(A;) est
'ensemble des combinaisons linéaires ) _ (;.€, caractérisées par les équations
(pour tous z,y € X) :

(a: = Cy sl o~ Y,
(=0 siz~o0.
La formule de I’énoncé découle facilement de cette propriété. O
Attention! Désormais les tableaux standards constructibles que I'on considere
sont notés 7" (la lettre T" intervenant pour désigner un autre tableau standard,

quelconque, non forcément (771, ..., T;)-constructible).
Voyons que le calcul de la dimension

dim S, (TN K" n--.n K™

se ramene au probléeme précédent.
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19.3. Définition du nombre d(7"; Ty, ...,T,,)
Soit 7" € 7(Y') un tableau standard.

19.3.1. Définition de l’ensemble I(T")¢

Pour i € {1,...,n} on note s et §, les longueurs respectives des lignes du sous-
tableau T"Z d’entrées 1, ..., 7. Rappelons qu’on note L,(7") I'ensemble des numéros
figurant dans la p-eme ligne de 7" (pour p € {1,2}). Pour un entier ¢ > 1 on
définit I'ensemble

I(T/)e = {Z € Ll(T/) S — 51 2 E}.

L’ensemble I(7")¢ est un ensemble fini d’entiers et est muni de 'ordre naturel
entre entiers.

Soit T' € 7(Y') un tableau standard, tel que le tableau 7" soit T-constructible.
On associe au couple (T,7”) une famille localement inductive de sous-ensembles
de I(T")e.

19.3.2. Famille A(T,T') = {A(T,T") : j € I"(T")°} de sous-ensembles de I(T")*

L’ensemble [7(T") a été défini dans la section [18.1.4, Soit € > 1. On note :

(T ={j eI (T'): s — & = e}.
Soit i € I (T"). On définit AS(T,T") comme I'ensemble des numéros i € I(1”)¢
vérifiant ¢ > j, tels que :
BLAT) O (s f' > #Ia(T) O Gy §} VS € il

On note AY(T,T") la famille des ensembles AS(T,T") C I(T")° (pour j €

IT(17)°).

Propriété. Soit € > 1.

(a) Soit j € I"(T"). L’ensemble AS(T,T") est un intervalle de I(T") et on a
j = Tnf AS(T, T").

(b) La famille A(T,T") est une famille localement inductive de sous-ensembles
de I(T")".

Démonstration. Le point (a) découle des définitions. Montrons le point (b). Soient
3,g" € IT(T") tels que AS(T,T") N AS(T,T") # (. Supposons j < j'. Montrons
Pinclusion AS (T,T") C A5(T, T").

D’apres le point (a), ona j' € A5(T,T"). Soit maintenant i’ € A5, (T,7"). Comme
j' € AS(T,T'), on a immédiatement

#L1(T") O {j, ., by > #Lo(T) N {j, .., b} Vh€ {5, 5 — 1}
Supposons h € {j’,...,i'} et établissons la méme inégalité. On a en effet :

BLTY OBy = #LT) A o] — T L) O {7 )
> H#Lo(T)NAJ, .oy — 1} +#Lo(T) NS, ..., b}
= #L,(T)N{j,....h}.

On a montré : i' € A5(T,T"). D’ott I'inclusion AS,(T,T") C A5(T,T"). O
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Remarque. La réunion des familles A(T,T") pour tout € n’est plus forcément
localement inductive. En effet on peut trouver € = ¢/, j € IT(T") et j' € I"(T")
tels que les ensembles AS(T,T") et A;C(T, T") se rencontrent sans étre imbriqués.

19.3.3. Définition des nombres d(T"; Ty, ..., Ty) et d(T"; Ty, ..., T),)

Soient T4, ..., T, € T(Y) des tableaux standards tels que le tableau 7" soit
Ti-constructible pour tout [ € {1,...,m}.

Pour tout entier € > 1, en suivant les notations de §19.2] on pose :

AT Ty, ... Tn) = 0(I(T")5 A(TL, T), .., A(T, T)).

Enfin, on pose :

AT Ty, ., T) = Y d(T Ty, T

e1

19.3.4. Ezemple
Soient 17, Ts, T3 les tableaux suivants :

112131419 |11 11214151911 1121516711
le TQZ et T3:

516|7]8]10 3167|810 3141819110
Le tableau

1135|7911
21416(8110

est Ti-constructible pour tout [ € {1,2,3}. L’intersection K7t N K2 N K3 est
donc non-vide.

Soit X = {1,3,5,7,11}. On a I(7T")° = X pour tout € > 1. Soit X* = X U{oo}.

Soit I € {1,2,3}. On a IT/(T")* = () pour € # 1 et [7{(T")* = I{(T"). 1l suit :
d(T"; Ty, ..., Tr,) = 0si € # 1 et donc d(T"; Ty, ..., T,) = dY(T"; T, ..., Tr)-

On note A; = {Aj(T},T") : j € I"/(T")}. Suivant les notations de SOit ~ 4,
la relation d’équivalence induite par A; sur 'ensemble X' et soit ~ la relation
d’équivalence obtenue comme réunion de ~ 4,, ~4, et ~4,.

On trouve I"(T") = {1,3} et A; = {{1,3,5,7},{3,5,7},{9} }. Les classes
d’équivalence de la relation ~ 4, sont donc les sous-ensembles {1}, {3,5,7}, {9},
{11, c0}.

On trouve I™>(T") = {1,5,9} et Ay = {{1,3,5,7},{5},{9} }. Les classes de la
relation d’équivalence ~ 4, sont {1, 3,7}, {5}, {9}, {11, c0}.

On a IB(T") = {1,5,7} et Az = {{1,3},{5,7,9},{7}}. Les classes de la
relation d’équivalence ~ 4, sont {1, 3}, {5,9}, {7}, {11, c0}.

Finalement la relation ~ induit une partition de ’ensemble X en deux classes
d’équivalence :

T/ — Tmin —

Xt ={1,3,5,7,9} U {11, 00}.
D’apres la proposition [19.2.2] il suit :
d(T;Ty,....,Ty) = 1.
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Le nombre d(T"; T4, ..., T,,) ainsi défini est la dimension de l'intersection S, (7")N
Kin...n KT comme 1'énonce la proposition suivante :

19.4. PROPOSITION

Soient T, ...,T,, € T(Y). Soit T" € T(Y) un tableau standard (Ti,...,T,,)-
constructible. L’intersection S, (T")NK™N---NKT™ est non-vide et est isomorphe
a Uespace affine de dimension d(T";T1, ..., Tp,).

Des propositions [19.4] et il résulte finalement le théoréme suivant :

19.5. THEOREME

Soit Y = Y(u) de type deux-lignes. Soient Ty,...,T,, € T(Y) des tableauz
standards définissant des composantes irréductibles K™, ..., KT de la fibre de
Springer B,. Si lintersection K™t ..., KTm est non-vide, alors sa dimension est
donnée par la formule

dim K N---Nn K™ = Maxpd(T';Th, ..., Tp)

ot le maximum est pris pour T parcourant ’ensemble des tableaux standards de
formeY qui sont Tj-constructibles pour tout | € {1,...,m}.

19.5.1. Ezemple
Soient T",T7,T5,T3 les tableaux de l'exemple précédent. Le tableau T” est
I'unique tableau standard constructible relativement a 17, T et T3. D’apres le

théoreme et 'exemple [19.3.4] on obtient
dim K" N K2 N K™ =1.

Il reste a démontrer la proposition [19.4] C’est 'objet du reste de ce chapitre.

19.6. Démonstration de la proposition [19.4

L’intersection de la cellule S, (T”) avec la composante irréductible K7 est un
sous-ensemble de S, (T") que nous allons décrire en plusieurs étapes.

19.6.1. Cellule de Schubert S(T") C B™

Rappelons qu’on note s et 3 les longueurs des lignes de 7". On a fixé (ez)zc|y)s
une base de Jordan de u de forme Y (cf. §4.5.2)). Sii € {1,...,n} on note z; € |Y|
la case de Y qui porte le numéro ¢ dans 7" et on pose efi] = e,,.

Soit V., I'espace vectoriel introduit dans de dimension infinie, de base
formée par les deux familles infinies de vecteurs (v,),>1 et (9,)4>1. L'espace V
s'identifie au sous-espace :

V=(0,:1<q¢<s)d(0,:1<q<3).

Sii € {1,...,n} est le g-eme numéro de la premiere ligne de 7", alors on a efi] = v,.
Si ¢ est le g-eme numéro de la seconde ligne de 7", alors on a ei] = 7.
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L’endomorphisme u : V' — V s’étend en un endomorphisme uy, : Voo — Vi
dont 'action sur la base est décrite par la figure suivante :

0<_U1<_...<_/Uq71(_vq(_....

OHﬁlP"'H@qle{}qH””

On note B™ D'ensemble des drapeaux partiels F = (0 =V, C V; C ... C V},)
dans V,, avec dimV; = i pour tout i € {0,...,n}. L’ensemble B™ forme une
variété projective (de dimension infinie).

Rappelons qu’on note s; et &, les longueurs respectives des deux lignes du
tableau 7" pour tout i € {1,...,n}. Comme le tableau 7" est supposé standard,
on a s, > §, pour tout i et si de surcroit ¢ € Ly(7”), alors on a s, > 3.

Pour i € L;(T") observons qu'on a e[i] = vy. Pour € € {1, ..., s;}, on note

> €

v [Z] - @82_5_1’_1.
Pour € > s}, on pose par convention v¢[i] = 0.
On note S(T") I'ensemble des drapeaux F = (V;, ..., V,,) € B™ admettant une
base adaptée (e1, ...,&,) telle que
g =eli] siie Ly(T")
et g —eli) € (0] : 1 <e<s.—8) siie Li(T).

Il existe alors d'uniques scalaires (; (F) (i € Li(T"), € € {1,..., s, — §.}) tels que

ei—eli] = Y GelF)0fi] Vi€ Ly(T).

L'ensemble S(T”) est une sous-variété localement fermée de B™, de dimension
finie. Le produit des fonctions F +— (; . est un isomorphisme de variétés algébri-

ques de S (T") vers l'espace affine approprié.

La cellule S(T") ainsi construite est liée & la cellule de Schubert S(T") C B(V)
associée a T" (cf. §18.9.1)). La variété drapeau s’identifie & la sous-variété fermée
des drapeaux F = (g, ..., V,,) € B™ tels que V,, = V. On a alors I'égalité :

~

S(T" =S(T")nB(V).
Citons également la propriété (facile) suivante.

Propriété. Soit F € B™. Le drapeau F est contenu dans la cellule §(T’) sl
admet une base adaptée (1, ..., n,) vérifiant n; = e[i| pour i € Ly(T") et pour tout
1€ LI(T/) .
e eli) = 30l
e=1

pour certains scalaires (; .. On a alors (;(F) = ¢, pour tout € € {1, ..., s} — §}.
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Si T € T(Y) est un tableau standard, alors la composante K7 C B, (V) s’iden-
tifie naturellement & une sous-variété fermée de B™. On a clairement les égalités
K'nS(T) =K' nS(T') = K" NS, (T).
D’apres §18.9.4} le morphisme ¢ : BT B e vestreint en une immersion
fermée W : kI'(T) — S(T") ¢ S(T"). D’aprés §18.9.4] et §18.2.3 intersection
KT N S(T") coincide précisément avec I'image de V.

Dans ce qui suit, on caractérise lintersection K7 N S (T") en décrivant I'image
de ¥ dans la cellule S(77).

19.6.2. L’ensemble I(T")¢ et les sous-cellules §(T’)€

Les vecteurs 0°[i] (pour i € Li(T") et 1 < e < s, — &) forment une base de
la cellule S (T"), lorsque celle-ci est assimilée a un espace vectoriel. Les fonctions
coordonnées (; . sont alors des formes linéaires sur S (T") et forment la base duale
de (v¢[d]).

Pour tout entier e > 1 on définit le sous-espace vectoriel (donc la sous-cellule)
S(T") c 8(T)

S(T") = (5[] : 1 < i < n).
D’ou :
STy =P Sy
e>1

Rappelons qu'on note I(T") = {i € Li(T") : s; — & > €} (cf. §19.3). Les

vecteurs o¢[i] (pour i € I(T")¢) forment une base du sous-espace S(T")° et on a

S(T") = Speck[Cie - i € I(T')].

19.6.3. L’ensemble IT(T")¢ et les morphismes ®°

Soit T' € 7(Y) un tableau standard. Rappelons que 'ensemble I7(T") C Ly(T)
a 6té défini dans §18.1.4 Comme 71" est supposé standard, on a clairement 'in-
clusion I7(T") C Ly(T").

Pour un entier € > 1, on note (cf.

I ={i e I'(T) : s, — &, = €}
On a donc :
ey = | 1"y
e1
Soit
U kT S ST, ¢ — F(o)

I'immersion fermée de la proposition [18.9.4] Par commodité on voit ¥ comme une
immersion fermée de k'" ") vers § (1").

Rappelons que kI (T désigne I'ensemble des fonctions ¢ : I7(T") — k, qui
est une variété algébrique naturellement isomorphe & I’espace affine A#! (T, Une
fonction ¢ : I7(T")¢ — k s’étend par zéro en une fonction ¢ : I7(T") — k. De cette

o T / . . N c s, 2 ’
manicre Uensemble kI" (T)° ¢’identifie naturellement 3 une sous-variété fermée de
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k(M) On note W€ : kT - S(T) la restriction de W & cette sous-variété
fermée. L’application W€ est une immersion fermée.

D’autre part la variété k7' (T) g'obtient comme le produit des sous-variétés
KT et le morphisme ¥ est le produit des morphismes We.

On montre :

19.6.4. PROPOSITION N
(a) Lapplication ¥ : k™" (T) — S(T") est un morphisme d’espaces vectoriels
(pour les structures naturelles).

(b) Pour tout entier € > 1, l'image de ®¢ est contenue dans la sous-cellule §(T’)E
et coincide avec le sous-espace engendré par les vecteurs

> Ol
i€AS(T,T")
pour j € IT(T")°.
D’apres le point (a) de la proposition, I'image de W est obtenu comme somme
directe des images de W*.

La proposition résulte alors facilement du point (b) de la proposition. Il
suffit donc de montrer ce dernier résultat.

19.7. Démonstration de la proposition [19.6.4

19.7.1. Définition des ensembles J}(Lzz c IT(T")¢
Soient ¢ € {1,...,n} et h € Ly(T"). Soit un entier € > 1. On note J,Slz 'ensemble

des numéros j € IT(T")¢ vérifiant j < i et tels que :
#L(T")NA{h, ... .M} > #L(T) N {h,....,h'} VR € {h,... j—1},
et  H#L(T")N{h,....5} > #Lo(T) NA{h,...,i}.

Par définition, 1’ensemble Jl-(i) C I(T")¢ possede le lien suivant avec le sous-
ensemble AS(T,7T") C I(T") introduit précédemment.

Propriété 1. Soient i € I(T") et j € IT(T")¢. On a I'équivalence

jeJ) eie AT, T).

Par convention on pose Jé?e = Jéi) = () pour tous i > 0 et e.

2,€

Les ensembles J,(ZZZ possedent les propriétés inductives suivantes.
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19.7.2. LEMME
Soit € > 1 et soiti € {1,...,n}.
(1) Supposons i € Li(T). Pour tout h € Ly (T") tel que h <i—1, on a

-
On a de plus :
(4) ; _ g@=1)
i {1, i =1 =
etieJ) & iel (T
(2) Supposons i € Lo(T'). Pour tout h € Li(T") vérifiant h < i, on a
(@) (i-1)
Jh,e = (h),e”

v

Démonstration. On raisonne par récurrence sur ¢ avec initialisation immédiate si
1 = 0. Supposons la propriété vraie jusqu’en 7 — 1.

(1) On suppose i € Li(T). Soit h <i — 1.
Légalité J5) = J\'~" découle de D'égalité -

#HLo(T)N{g,...,i} = #Lo(T) N {y,...,i — 1}.

Traitons le cas h = 1.

L’équivalence i € Ji(i) & i € I7(T)° découle de la définition de Ji(’i). Il reste a
montrer Iégalité J\) N {1, . i—1} = J\ Y.

Si 7 est le premier numéro de la premiere iigne de T" - autrement dit si v(i) = 0,
comme 7" est un tableau standard, alors on a i = 1. L’égalité J1(,1e) N{1,..,1-1} =
J,E};)le) est immédiate.

Supposons désormais v(i) € {1,...,7 — 1}.
On montre d’abord l'inclusion JZ-(’? N{l,..,i—1} C JS(Z_)IG)

Soit j € Ji(’ie) vérifiant j < i — 1. En particulier j € I7(T"), donc j € Ly(T"). 1l suit
Jj < v(i). On a immédiatement

#HL (TN, .y J'} > #Lo(T) G, ' V9 €y, .. v(i) — 1}

On a d’autre part :

LT, (@)Y = #LU(T) O Gy oyi) — 1

> #Ly(T)NA{y,...,i — 1}.
Dot : j € Jy,Y.
On montre ensuite l'inclusion J,EZ(Z_)? C Ji(i) N{l,...,1 —1}.
Soit j € Jlfz(

i)le). On a immédiatement

HLI(T) N (G, '} > #Lo(T) N G, Y VT € {y v}
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Soit j' € {v(i) +1,...,i}. On obtient

#L(T)N{j, 0 = #L(T) 0, - v(0)}
> #Lo(T)NA{j,....,1 — 1}
= #L(T)N{j,...,1}.
Il suit facilement : j € Ji(’?. Cet argument conclut la démonstration du point (1).
(2) On suppose i € Ly(T).
Montrons l'inclusion J,gzl cJ 51(;)1)6
Observons d’abord qu’'on a h ¢ J,EZZ car #{h,h} N L (T") =1 < #{h,i} N Ly(T).

Soit j € J}(fz Comme j < h et comme j € Li(T"), on obtient j < v(h). On a a
fortiori

#LI(T/) N {]7 "'aj,} > #LQ(T) N {]7 "'aj/} Vj/ € {]7 ,I/(h)}
On a d’autre part :
#L (TN A{j,....,v(h)} = #L(T)n{j,....h} —1
> #Ly(T)N{j,...,i} — 1
#HLo(T)N A, ., — 1}

Il suit j € J{(,).
Montrons ensuite I'inclusion J,EZ(;)UG C J}(LZZ
Soit 7 € Jy(;)l)e On a immédiatement j < h et
#L(T) NG, 5} > #L(T) O G0 Y V5 € G v() )
Pour j' € {v(h) +1,...,h — 1}, on a les relations
#L1<T,) N {ju "'7j/} = #Ll(T/) n {J? s V(h)}
> #L(T) 0 {j, i =1}
> HLy(T) O o 7'}
Enfin on a :
#L1<T,) n {ja ) h} = #L1<T,) n {]7 ) V<h)} +1
#Ly(T)N{j, i — 1} 4+ 1

V

La démonstration est complete. O

Soit maintenant ¢ € k' (7). Considérons le drapeau F(¢) = (Vo(¢), ..., Va(9))
et les vecteurs e;[7](¢). Rappelons que les vecteurs e;[i] (i € {1,...,n}) forment

une base adaptée au drapeau F(¢). (cf. §18.7).
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D’apres la proposition |[18.9.4] le drapeau F(¢) est contenu dans la cellule S (T").
Il existe d'uniques scalaires (; (¢) (pour i € Li(T") et 1 < e < s, — &) tels que les
vecteurs

g; = eli] pour i€ Ly(T")
ot & =eli] + 0% 5¢[i] pourie Ly(T")

forment une base adaptée du drapeau. Les applications ¢ +— (; (¢) ainsi définies

~

sont algébriques et le morphisme de variétés U : k7" (7) — § (T") est le produit de
ces applications.

Nous allons décrire les applications ¢ — (; (¢). Commengons par faire 'obser-
vation suivante.

19.7.3. Observation
Soient ¢ € {1,...,n} et h € {1,...,i}. Supposons h € Ly(T"). Alors on a

ei[h](¢) = e[h].
Démonstration. On procede par récurrence sur i avec initialisation immeédiate si
1 = 0. Supposons la propriété vraie jusqu'en ¢ — 1 > 0.
(1) Supposons d’abord i € Ly(T). Si h < i — 1, alors on a

ei[hl(¢) = eia[hl(¢) = elh].
Traitons le cas h = i. En particulier on suppose i € Ly(7"), donc on a ¢(i) = 0.
Par définition (cf. ;
eilil(9) = uei[v(D)](9) + ¢(i).-ue;[ri(i)] = uei [v(i)](9).
Par récurrence, il suit ¢;[i](¢) = ue[v(i)] = e[i].
(2) Supposons ensuite ¢ € Lo(7). On obtient d’apres le lemme et en
appliquant I’hypothese de récurrence :

eilh)(¢) = uei1[v(h)](¢) = ue[v(h)] = e[h].
La démonstration est complete. O

On montre ensuite le lemme :

19.7.4. LEMME
Soit i € {1,...,n}. Soit h € {1,...,i}. Supposons h € L1(T"). On a l’égalité

eilhl(¢) =S Coroe[h]

ou le scalaire Cy, . est donné par la formule

Z(i>h,e = Z o(4)-

jeJ,ﬂfl

Démonstration. On raisonne par récurrence sur ¢ > 0 avec initialisation triviale si
i = 0. Supposons la propriété vraie jusqu’'en i — 1 > 0. Soit h € {1, ...,i} tel que
h € Li(T"). On utilise les lemmes [18.7.4] et [19.7.2]
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(1) Supposons d’abord i € Ly(T). Si h < i, alors on obtient :

elh)(9) = eialhl(6) = DG, .

e1

=(i-1) .
. D’ou

On a d’autre part pour tout ¢ > 1 : J}(fi = J}(:E_l). Il suit : Che = Che
I’égalité souhaitée.
Traitons ensuite le cas h = 7. On a par définition
eli)(9) = ues[v(i))(9) + o(i).uei[v: ()] (¢).
Le premier terme de la somme se calcule par hypothese de récurrence :

e, (D))(6) = Tei (D)) = 3 Cot

e1

On a (i) € Lo(T") N {(2)2} D’apres I'observation [19.7.3] on obtient e;[v;(i)](¢) =
elvi(1)]. Rappelons que s, et § désignent les longueurs des lignes du sous-tableau

Tj;- On a 7;(i) = 02 ou bien ~;(i) est le §-tme numéro de la seconde ligne de 7".
1 suit : we;[y;(1)] = 055 ]i]
Supposons i ¢ I7(T"). On a alors qb() = 0. 11 suit :

)= G

e1

1) 1)

avec C” = CV(Z pour tout € > 1. On a d’autre part J = Ju- J(i),c pour tout € > 1
d’apres le lemme[19.7.2] Par 'hypothese de récurrence, pour tout € > 1, le scalaire

Zz(l) satisfait a la formule de 1’énoncé.
Supposons @ € IT(T’) On a dans ce cas :

) =D Coeail + 60).57[

e1

ol on a posé €; = s; — §,. Il suit :
, =) er.
elil(¢) = Ci,e'v [i]
=(@) _ =(-1)
avec Cz ,€ Cu z) e bour € =¢€; et Cz € Cu(z ):€i + (rb( )
Le lemme 2| donne par ailleurs :
J J,EZ( he boure=¢ et Ji, = Jil(z_)ls)l U {i}.

Il résulte que, pour tout € > 1, le scalaire ZEZ) satisfait a la formule de I’énoncé.
(2) Supposons i € Ly(T'). D’apres le lemme [18.7.4] et 'hypohtese d’induction,

lh)(6) = e [v()(8) = > oyt

e1

(21

Le lemme [19.7.2] donne d’autre part 1'égalité J() = J . Pour tout ¢ > 1, le

scalaire ZEZ satisfait donc a la formule de ’énoncé.
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La démonstration est complete. O

On peut maintenant prouver la proposition [19.6.4

19.7.5. Démonstration de la proposition
D’apres le lemme précédent et la propriété [19.6.1, on obtient :

Giel®) = D 60).
jey!
En particulier le morphisme de variétés algébriques W : K1) —, qui équivaut
au produit des applications ¢ — (; (@), est linéaire en ¢(j) (j € I7(T")). Le point
(a) de la proposition en découle.

Fixons € > 1. Supposons ¢ € k"™ tel que ¢(j) = 0 pour tout j ¢ I7(T")E.
L’élément ¢ correspond & un élément de ensemble k7" T pour linclusion na-
turelle k7" T < k") Si ¢ # €, alors on a ¢(j) = 0 pour tout j € Ji(;),,
donc (e (¢) = 0. Comme la sous-cellule § (T")¢ est exactement ’ensemble des
zéros des coordonnées (; o pour € # e, il résulte que I'image de la restriction
Ue: BT S(T) est contenue dans la sous-cellule S(T7)°.

Pour j € IT(T"), on note §; € k' (7)° 1a fonction définie par 6;(5') = 0si j # 5’
et §;(j) = 1. Les éléments &; (j € IT(T")°) forment une base de I'espace vectoriel
k(7). L’image du morphisme W€ est le sous-espace vectoriel de S(T")¢ = (0°[i] :
i € I(T")°) engendré par les images des fonctions d;. Pour j € I7(T")%, on a (en
utilisant la propriété 19.7.1 :

~ Y Samwei- ¥ el

iEI(T')* jre ) i€AS(TT")

La démonstration est complete. O
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Cinquieme partie
Composantes des fibres de Springer
dans le cas deux-colonnes.

Critere de singularité

Dans le cas deux-colonnes, nous montrons que toute composante irréductible
de la fibre de Springer B, s’obtient comme réunion des orbites des points fixes du
tore contenus dans la composante, pour I'action du sous-groupe centralisateur de
u. Nous en déduisons une description des composantes. Puis nous établissons une
condition suffisante pour qu'une composante irréductible soit singuliere.

Cette derniere partie contient quatre chapitres.

Chapitre. 20. ORBITES DE B, SOUS L’ACTION DU CENTRALISATEUR DE u
Chapitre. 21. DIMENSION D’UNE INTERSECTION FINIE DE COMPOSANTES
Chapitre. 22. EQUATIONS DES COMPOSANTES DE B,

Chapitre. 23. UN CRITERE DE SINGULARITE

Dans le chapitre 15, nous avons entrepris ’étude des composantes irréductibles
de la fibre de Springer B, dans le cas ou le diagramme Y = Y (u) a deux co-
lonnes. Rappelons tout d’abord ce que nous avons appris au chapitre 15. Une
base de Jordan adaptée au diagramme Y au sens de est supposée fixée.
Soit, H le tore des automorphismes de V' diagonaux dans cette base. Les tableaux
lignes-standards 7" € 7'(Y") définissent des drapeaux F7+ qui sont les points fixes
du tore contenus dans B,. Un tableau standard 7" € 7 (Y') définit une compo-
sante irréductible K7 de la fibre de Springer B,. Nous avons caractérisé de deux
manieres les points fixes contenus dans la composante K7 (cf. théoreme .
Nous avons notamment défini une notion de T-constructibilité (cf. telle
que le drapeau Fr est contenu dans la composante K7 si et seulement si le
tableau 7" € T'(Y') est T-constructible (cf. théoreme [15.2)).

Poursuivons ’étude des composantes de B, dans le cas deux-colonnes. Contrai-
rement aux cas crochet et deux-lignes étudiés dans la partie précédente, certaines
composantes irréductibles de la fibre de Springer B, peuvent étre singulieres.
Néanmoins le cas deux-colonnes comporte des spécificités qui en rendent 1’étude
plus aisée.
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L'une d’elles est que, si T™" désigne le tableau de §4.2.3| alors le drapeau
Frmin est contenu dans toutes les composantes irréductibles de B, (cf. §5.4.4]). En
particulier I'intersection d’un nombre fini de composantes est toujours non-vide.

Une autre propriété remarquable a trait aux orbites sous I’action du sous-groupe
centralisateur de u. Dans le chapitre 20 nous montrons que les orbites des dra-
peaux Fp (pour 7" € T'(Y)) sous l'action du groupe Z(u) des automorphismes
qui commutent avec u recouvrent la variété B,,.

L’action de Z(u) laisse stables les composantes irréductibles de B,. Chaque
composante K7 (T € T(Y) standard) est donc obtenue comme la réunion des
Z(u)-orbites des drapeaux Fr, pour T” parcourant 1’ensemble des tableaux lignes-
standards T-constructibles. On déduit facilement une description de I'intersection
d’un nombre fini de composantes irréductibles de B,. Puis en calculant la dimen-
sion de la Z(u)-orbite de Fr» on déduit la dimension de cette intersection. Cela
est fait dans le chapitre 21.

Dans le chapitre 22, nous déduisons d’autre part des équations permettant de
caractériser les composantes irréductibles de B,,.

Enfin dans le chapitre 23 nous proposons un critere de singularité pour les
composantes de B, dans le cas deux-colonnes. Nous établissons une condition suf-
fisante de singularité pour la composante K7. On définit un ensemble A(Y) C
T'(Y) composé de tableaux adjacents & T™". On montre que, si I’ensemble A(Y)
contient un nombre trop important de tableaux 7T-constructibles, alors la compo-
sante KT est singuliere.

Références bibliographiques. Dans N.G.J. Pagnon et A. Melnikov étudient
les composantes irréductibles de B, dans le cas deux-colonnes, sous l'angle des
variétés orbitales : On fixe un sous-groupe de Borel B C GL(V) dont I’algebre
de Lie b € End(V') contient u. Soit n C b la sous-algebre nilpotente. Soit O, C
End (V') l'orbite de u sous ’action par conjugaison de GL(V'). Les variétés orbitales
relatives a u sont les composantes irréductibles de l'intersection O, N n. Soit
G'={9€ GL(V): gug™' € n}. On a les deux isomorphismes :

O.Nn=G/Z(u) et B,=2G/B.

Les deux fibrés G' — O, Nn et G’ — B, font correspondre les variétés orbitales
et les composantes de B, (cf. [15]).

Dans A. Melnikov montre que, dans le cas deux-colonnes, les variétés orbi-
tales sont réunions finies de B-orbites. Ce théoreme est cousin du résultat évoqué
ci-dessus, selon lequel toute Z(u)-orbite de B, contient un point fixe du tore.

Notre critere de singularité est inspiré du théoreme de caractérisation des
variétés de Schubert singulieres de V. Lakshmibai .
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Chapitre 20 . ORBITES DE B,
SOUS L’ACTION DU SOUS-GROUPE CENTRALISATEUR DE u
DANS LE CAS DEUX-COLONNES

Rappels.

On note Z(u) le groupe des automorphismes de V qui commutent avec u.
L’action naturelle de Z(u) sur la variété drapeau B laisse stable la fibre de Springer
B, et toutes ses composantes. Une composante est donc réunion disjointe de Z(u)-
orbites.

En général les Z(u)-orbites des points fixes du tore (i.e. des drapeaux Fp,
T" € T'(Y)) ne recouvrent pas entierement la variété B, (cf. remarque [5.2.3)).

Dans le cas deux-colonnes, cependant, nous montrons :

20.1. PROPOSITION
Supposons que le diagramme Y =Y (u) a (au plus) deuz colonnes. Tout drapeau

F € B, est contenu dans la Z(u)-orbite d’un drapeau de la forme Fr: (pour
T € T'(Y) lignes-standard).

Démonstration. Soit F = (Vg,...,V,,) € By. Il existe T € T(Y') standard tel que
F € BI. Pour q € {1,2} on note Cy(T) l'ensemble des entrées de la seconde
colonne de 7'

Soit T" € T'(T) lignes-standard. On note vy : Co(T) — C1(T') la fonction qui
associe a j € Cy(T") = Co(T") le numéro qui figure a sa gauche dans 7”. D’apres
le proposition le drapeau F figure dans la Z(u)-orbite de Fp 81l existe des
vecteurs f[1],..., f[n] € V tels que

— pour j € {0, ...,n} les vecteurs f[1],..., f[j] forment une base de V},

—onau(f[j]) =0sije Ci(T) et u(flj]) = fo,) sij € Co(T).

Pour tout ¢ € {0,...,n} on montre par récurrence qu'’il existe une famille de
vecteurs (f;[1], ..., fi[é]) et une application v; : Co(T)N{1,...,i} — Cy(T)N{1,...,i}
avec les propriétés suivantes :

— pour j € {0, ...,3} les vecteurs f;[1], ..., f;[j] forment une base de V},

—-sije Cy(T)N{1,...,i}, alors on a u(f;[j]) =0,

—sij e Co(T)N{1,...,i}, alors on a v4;(j) < j et u(fi[j]) = fu.4)-

Supposons cette construction achevée jusqu’au rang n. Alors il existe un (unique)
tableau lignes-standard 7" € 7T/(T) tel que vy = v; et d’apres ce qui précede les
drapeaux F et Fr sont égaux modulo 'action de Z(u).

Soit 7 € {1,...,n}. Supposons la construction achevée au rang ¢ — 1.

Supposons d’abord i € C1(T). 1l existe donc f € keru tel que V; =V, ® k.f.
On pose fi[i] = f et fi[j] = fi_1]j) pour j € {1,....,i — 1}. On pose v; = v;_;. La
construction est ainsi complete au rang .

Supposons ensuite i € Cy(T). Par définition de I'ensemble BI on obtient
rang ujy, = rang uy,_, + 1. Dot : dimu(V;) > dim«(V;—1). On se donne f € V tel
que V; =V,_1 @ k.f. D’apres ce qui précede on a u(f) ¢ u(Vi_q).
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D’apres I'égalité dim V; Nkeru = #C1(1};) = #C1(T};-1), les vecteurs fi_1[j]
(pour j € C1(T};) = C1(T)N{1,...,i — 1}) forment une base de V; Nker u. Comme
on a V;Nkeru D u(V;), il suit u(f) € (fic1ly] : j € Ci(T})). 1l existe donc des
scalaires (; € k (pour j € C1(T};)) tels que

u(f) = Gfialil
jeCi(Ty;)
On note J = C1(T};) — {vi—1(7') : 7' € Co(T}i—1)}. 11 suit :
u(f) =3 Goflil+ Y Gy ulfiald]).
jeJ P10 (Tji_y)

La deuxieme somme est contenue dans le sous-espace u(V;_1). La premiere somme
est donc non-nulle. Soit j, € J le numéro maximal tel que (;, # 0. On pose

filjo] = Z G- fimrlg]-

On a fi[jo] — Cjo-fi—1ljo] € Vjo—1 donc Vjj_1 + k. filjo] = Vjo—1 + k. fi—1[jo] = Vj.

On pose
=) G fialil == Y. Guanulfy).
jed i €C2(T};_1)
On a ainsi u(f;[i]) = filjo]. Pour j € {1,...;i} — {Jjo, 2} on pose fi[j| = fi_1lj]-
Enfin on prolonge la fonction v;_; en une fonction v; : Co(T) N {1,...,i} —
Cy(T) N {1,...,i} en posant v;(i) = jo. La construction est achevée au rang i.
La démonstration de la proposition est désormais complete. O

20.2. Systéme de représentants des Z(u)-orbites des points fixes

20.2.1. Rappel et notations

Rappelons (cf. §5.3.1)) qu'on note 7/(Y) I'ensemble des tableaux lignes-stan-
dards 7" € T'(Y) tels que pour tout ¢ > 1 les derniers numéros des lignes de
longueur ¢ de 7" sont dans 'ordre croissant de haut en bas. Pour T" € 7(Y)

standard, on note 7)(T) = T'(T) NT](Y) (cf. §4.4).
Soit 7' € T(Y') standard. On note 7’(K”) I’ensemble des tableaux 7" € 7'(Y)
qui sont T-constructibles (cf. §15.1). On pose T/(K*) =T/(Y)NT'(KT)
D’apres les résultat du chapitre 5, le théoreme [15.2| et la proposition [20.1], on a

20.2.2. COROLLAIRE
Supposons que Y a deux colonnes. Soit T € T(Y). On a les égalités :

B.= || zw.rr Bl= || Zw.Fr et K'= || Z(u).Fr.

T'eT/(Y) T'eT!(T) T'eT!(KT)
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Chapitre 21 . CALCUL DE LA DIMENSION D’UNE INTERSECTION
DE COMPOSANTES DANS LE CAS DEUX-COLONNES

On suppose que le diagramme Y = Y (u) a deux colonnes. Soient 77, ..., T, €
T(Y) des tableaux standards qui définissent des composantes K7t ..., KTm C
B,. D’apres §5.4.4] U'intersection entre ces composantes est non-vide. D’apres le
corollaire 20.2.2] on a ’égalité :

KTlﬂ"'mKTm: |_| Z(U)fT/
e, TX(K™)
olt les ensembles 7/(KTt) ont été définis dans §20.2, 11 suit :
dim K" - N K™ =Max {dim Z(u).Fp : T' € T,(K™)N---NT/(K™)}.

Ainsi pour calculer la dimension d’une intersection finie de composantes, il suffit
de connaitre les dimensions des Z(u)-orbites des drapeaux Fr (pour 7" € T/(Y)).
Nous allons présenter une maniere de calculer ces dernieres.

Dimension de la Z(u)-orbite du drapeau F;» pour 7" € T/(Y).

Le tableau 7" s’écrit sous la forme :

a | by

T/ = | ay qu

Qy

avec by < ... < by et az11 < ... < a,. Pour p € {1,...,7}, on note
A, =Aap1,..,a.} et y(p)=H#{ac A, a, <a<b}.
Enfin on pose

YT =Y (D).

Le but de ce chapitre est de montrer le résultat suivant :

21.1. PROPOSITION
Soit T € T)(Y) lignes-standard de la forme précédente. La dimension de la
Z(u)-orbite du drapeau Fr: est donnée par la formule

dim Z (u).Fp = dim B, — v(1").
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Ezemple. Supposons

Y = et TM" =

W | DN | =
(@)

4

On a dimB, = 7. On trouve y(T™") = 5 donc dim Z(u).Frmn = 2. D’apres
85.4.3] chaque composante de B, contient le drapeau Frmin, donc la Z(u)-orbite
du drapeau Fpmin. Ainsi une intersection quelconque de composantes de B, a
toujours dimension au moins 2.

Considérons les tableaux

114 112

2|5 3|4
le et TQI

3 5

6 6

Calculons la dimension de l'intersection des composantes Kt et K72,

Considérons le tableau T” suivant :

T =

N | — W
Ot

6

On obtient v(7") = 1, donc dim Z(u).Fp = 6.
Comme d’autre part le tableau 7" est a la fois 13- et Ty-constructible, on obtient
inclusion Z (u).Fpr € KT*NK™2 et inégalité dim K*NK™ > dim Z(u).Fr = 6.
Par ailleurs on a dim K7t N K*2 < dim B, = 7. On obtient finalement ’égalité

dm KN K™ = 6.

Nous décrivons tout d’abord les orbites maximales de B, et observons que celles-
ci correspondent aux tableaux 7" € T/(Y') vérifiant (7") = 0, selon les termes
de la proposition. Nous présentons ensuite un calcul direct de la dimension des
Z(u)-orbites de B,. Puis nous montrons la proposition a la lumiere de ce calcul.
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21.2. Orbites maximales

Chaque sous-ensemble BL C B, (pour T € T(Y)) est irréductible et stabilisé
par Z(u), donc il contient une unique Z(u)-orbite dense. Cette orbite a dimension
maximale car dim B! = dim B,. Inversement toute orbite de dimension maximale
est dense dans un sous-ensemble BY.

Fixons T' € T(Y) un tableau standard et déterminons l'orbite dense contenue

dans BT.

Soit T le tableau lignes-standard introduit dans §10.4.2| Par construction le
tableau T7. est contenu dans l’ensemble 77 (7)) et il est I'unique tableau de cet
ensemble tel que y(717) = 0.

On montre :

21.2.1. LEMME
Soit T € T(Y) standard. La Z(u)-orbite du drapeau Fr; est l'unique orbite

dense du sous-ensemble BL C B,,.

Démonstration. L’orbite dense de 'ensemble BT est commune a la composante
KT. Tl existe T" € T/(Y) lignes-standard tel que Z(u).Fz soit cette orbite dense.
Soient i, j € {0,...,n} vérifiant ¢ < j. La fonction F = (Vg,...,V,,) = Y (uy,v;)
est constante sur I'orbite Z(u).Fyp, ol elle égale a Y, /;(1") (cf. §5.1.3 et §9.6.7)).
D’apres , il suit Y;,(T") = Y]% En utilisant §10.4.4} on déduit Y;,(T") =
Y;/i(Tr) pour tous 4, j. D’apres le lemme [21.2.2] il résulte 7" = T7.. O

Le lemme suivant a été invoqué dans la démonstration.

21.2.2. LEMME

Soit Y un diagramme de Young de forme quelconque. Soient T',T" € T'(Y).
On a Uégalité Y;;(T") = Y;,(T") pour tous i,j € {0,...,n} vérifiant i < j si et
seulement si les tableaux T et T" sont égaux a permutation des lignes prés.

Démonstration. L'implication (<) découle de la définition de Y;/;(T") et Y;;(T").
Montrons I’autre implication. Supposons que les tableaux 7" et 7" ne s’obtiennent
pas I'un d’apres l'autre en permutant les lignes. Il existe donc un numéro j €
{2,...,n} qui admet un numéro 7’ a sa gauche dans un des deux tableaux, et
figure dans la premiere colonne de 'autre tableau ou bien y admet un numéro
voisin a gauche distinct de /. Disons par exemple que i’ est voisin a gauche de
j dans T" et que j admet un numéro i” < ¢’ & sa gauche dans 7" ou bien figure
dans la premiere colonne de T” auquel cas on pose i” = 0. Dans tous les cas le
sous-tableau T|/J Jp @ une ligne de moins que le sous-tableau T"]’ Jin- Les diagrammes

Y, (T") et Yj,(T") sont donc distincts.

La démonstration est complete. O
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21.3. Calcul direct de la dimension des Z(u)-orbites

Fixons un tableau lignes-standard 77 € 7'(Y") (non forcément dans ’ensemble
7T](Y)). On calcule la dimension de 'orbite Z(u).Fr.

Soit Fixz(u)(Frr) C Z(u) le sous-groupe des automorphismes de Z(u) qui fixent
le drapeau Fp. Les groupes Z(u) et Fixy,)(Fr+) sont des sous-groupes fermés du
groupe algébrique GL(V'). On a 1'égalité

dim Z(u).Fp = dim Z(u) — dim Fix g, (Fr).

On note Z(u) C End(V) le sous-espace vectoriel des endomorphismes qui com-
mutent avec u. On note Sz(,)(Frv) C Z(u) le sous-espace formée par les endo-
morphismes qui stabilisent le drapeau Fr. On pose Fp = (Vj, ..., V,,). Chaque
morphisme ¢ € Sz, (Fr) vérifie donc p(V;) C V; pour tout i. L’espace Z(u)
(resp. Sz () (Frr)) hérite de sa structure d’espace vectoriel une structure de variété
algébrique irréductible dont le groupe Z(u) (resp. Fixz,(Fr)) est une sous-
variété ouverte. Il suit :

dim Z(u) = dim Z(u) et dimFixy,) (Fr) = dim Sz (Fr).
Déterminons les dimensions de I'espace Z(u) et du sous-espace Sz (Fr).

21.3.1. Description de l’espace Z(u)

Soient r et 7 les hauteurs respectives des colonnes de Y. Rappelons qu’on a fixé
(€z)zely|, une base de Jordan de u de forme Y (cf. . On divise ’ensemble
des cases de Y en trois parties : on note

— Z1 l'ensemble des cases de la seconde colonne de Y,

— 71 I'ensemble formé par les 7 premieres cases de la premiere colonne,

— Zo 'ensemble des r — 7 dernieres cases de la premiere colonne.

7y | Z,

Zy

On pose
Wi=(e,:xe€Z)=Imu W) =(e,:xe€Z]) et Wyr=(e,:x € Zy).

e Inclusion linéaire Uy : L(W], V) = Z(u) C Z(u). Une application linéaire
Y : W] — V g’tend de maniére unique en un endomorphisme PV =V qui
commute avec u :
- Soient (z,2") € Z; x Z} un couple de cases adjacentes formant une ligne de Y de
longueur 2. On a e, = u(e,) par définition de la base. On pose 1(e,) = u((ey)).
- Soit « € Z,, on pose ¥(x) = 0.

On construit ainsi une application linéaire W, : L(W/, V) — Z(u), ¥ — 1, qui
est injective et a pour image le sous-espace

Zi(u) ={v € Z(u) : Wy C ker¢}.
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Cette application Uy est donc un isomorphisme de L(W], V) sur Z;(u), d’inverse
I'application de restriction ¢ € Z1(u) = @

o Inclusion linéaire Wy : L(Wy, keru) = Zy(u) C Z(u). On note my : V —
Wy la projection parallelement a W; @ W/{. On définit 'application linéaire W, :
LWy, keru) — Z(u), ¢ — 1 om.

Pour tout ¢ € Z(u), on a ¢(ker u) C keru et Wy C ker u, d’ou : o(Ws) C ker u.
L’application ®, : Z(u) — L(Wa,keru), ¢ +— ¢py, est donc bien définie. La
restriction de ®5 au sous-espace

Zo(u) ={p € Z(u) : W1 & W] C ker ¢}

est inverse de Wy. Ainsi Wy réalise un isomorphisme de L£(Ws, ker u) sur Zo(u).

e Dimension de Z(u). On a Z(u) = Z1(u) & Z5(u). Par conséquent on obtient
un isomorphisme

\1’1 ) \112 : L(Wll, V) D E(Wg,keru) 5 Z(’U)

11 suit :
dim Z(u) = (r + F)F 4+ 1(r — ) = 12 + 72,

Remarque. On retrouve ce résultat en utilisant la formule dim Z(u) = 2dim B, +n
établie par N. Spaltenstein (cf. [[22]| §5.6).

21.3.2. Description du sous-espace Sz (Fr) C Z(u)

Rappelons qu’on a fixé un tableau lignes-standard 77 € 7'(Y). Pour i €
{1,...,n} on note z; € |Y| la case de Y portant le numéro i dans 7" puis on
pose eli] = e,,. Soit Fr = (Vp, ..., V). On a pour tout i : V; = (e[1], ..., e[d]).

Soit ¢ € Z(u). Ona ¢ € Sz (Fr) si et seulement si p(efi]) € (e[j] : 1 < j <)
pour tout 7.

La division en trois parties de ’ensemble des cases du diagramme Y induit une
partition similaire de I’ensemble des entrées du tableau T".

— FE' I’ensemble des numéros de la seconde colonne de Y,

— F T'ensemble formé par les numéros des 7 premieres cases de la premiere

colonne,

— F l’'ensemble des r — 7 numéros restants de la premiere colonne.

E|F

F

On a une fonction v : £ — E qui envoie i € E’ sur son numéro voisin & gauche
dans T”. Cette fonction est bijective d’inverse notée v 1.

On a d’autre part (suivant les notations du paragraphe précédent) :

Wy =Imu=(ei] :i € F) Wi=/{(eli] i€ E") et Wy=(e[i]:i€F).
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Pour ¢ € {0,...,n} on pose
E;,=En{l,..,i} E!=FEn{l,..,i} et F,=Fn{l,..i}.

D’ou :
WinV; = (efi] :i € E;) WiNV; = (eli] :i € E) et WonV; = (eli] :i € F}).

On a clairement 1’égalité

Szw)(Fr) = Z1(u) N Szw)(Fr) ® Z2(u) N Sz (Frr).

Décrivons chacun des deux termes du second membre de cette égalité.
e Description de Uintersection Zo(w)NSz @y (Frr). Soit Uy : L(Wa, keru) = Z5(u)

I'isomorphisme du paragraphe précédent. Soit ¢ € L(Ws, keru). On a Wy(1)) €
Sz(w)(Fr) si et seulement si (efi]) € (e[j] : 7 € E; U F;). L’application

Wyt (Z2(w) NSz (Fr) — [ [kerun Vi, v = (W(eli]))icr
el
est donc un isomorphisme. Par conséquent on a 1’égalité
dim 25(u) N Sz (Fr) = > _(#E; + #F).
i€F
e Description de Uintersection Zy(u) N Sz (Frr). Soit Uy : LW], V) = Z5(u)

I'isomorphisme de la section précédente. Soit 1 € L(W/,V). On note 1) = Wy (1))
son image. On a donc

P(eli]) = (el sii € F,
Yle[v(i)]) = uo(eli]) siie
et (eli]) =0 siieF.

Pour i € E’, on note
Ei={j € Ei:v(j) <v(i)}.
Onai e Sz (Fr) si et seulement si on a pour tout i € E' :
Pleli]) e (el :1 <5 <a) et Plelv()]) € (elv(h)] : 5 € E).
Ces deux propriétés sont équivalentes a la seule propriété suivante :
W(eli]) € (elj] : j € E;UFUEY).

On pose V; = (¢[j] : j € EB; U F, U /E\’Z> L’application linéaire

111171 (Zl(u) N Sg(u)(fT/)) — H Vi, ¥ — (77/)(6[2]))1615/

ek

est donc un isomorphisme. Il suit :

dim 2, (u) N Sz (Frv) = O (#E; + #F; + #E%).

1€E’
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Ezpression de la dimension de Sz (Fr+). On pose
A(E,F) = {(i,j) € Ex F:i> j},
AE,E) ={(i,j) € Ex E i > j},
et A(FVE)={(,j)e FxE :i>j}

On note d’autre part inv(E) le cardinal de I’ensemble des couples (i,j) € E x E
vérifiant i < j et v71(i) > v71(j). D’apres ce qui précede on a :

dim Zl (U) N Sz(u) (fT/) = ZieE’i — lIlV(E)
et dim Zy(u) NSz (Frr) =D ept — A(F E).
I1 résulte :
dimSzw)(Fr) = D epurt — A(F, E') —inv(E)

= Y i—A(E,F)-A(E,E") - A(F,E') - inv(E).
i=F+1
En particulier

dlmSZ(u) (FTmin) — Z /l — + T?x.

=41

21.3.3. Eapression de la dimension de la Z(u)-orbite de Fr

En combinant les résultats des calculs précédents on trouve la dimension des
Z(u)-orbites de B,. Tout d’abord la dimension de 'orbite du tableau particulier
T™in est donnée par la formule :

—Trr.

—1
dlm Z(u)-]:Tmin = 7"2 + 7;:2 . T(T )

Enfin pour 7" € 7'(Y') quelconque on obtient
dim Z(u).Fr = dim Z(u).Fpmn + A(E, F) + A(E,E') + A(F, E') + inv(E)
ou les nombres A(E, F),A(E, E'), A(F, E') et inv(FE), relatifs a 7", ont été intro-

duits ci-dessus.

Remarque. En particulier la dimension de 'orbite de Fpmin est minimale.

On est maintenant en mesure de montrer la proposition [21.1

21.4. Démonstration de la proposition [21.1

On montre la proposition par récurrence descendante sur v(7”) > 0. La section
fournit une initialisation a ce raisonnement par récurrence.
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Fixons un tableau lignes-standard 7" € 7T/(T) tel que v(7") > 0. Comme
précédemment on écrit

a | by

T/ = | ay bf

Qy

avec by < ... < by et az41 < ... < a,. Rappelons qu’on a posé :
AL ={apia, ... a0} Y(p) =#{a € A, a, <a<by,} pourpe€{l, .., 7}
et V(T =3"_7(p)
Il existe p € {1,...,7} minimal tel que v(p) > 0. Il existe donc 7 € A7 minimal tel

que a, <7etonaa, <1< b, On note i = a,. Soit T € T](Y) le tableau obtenu

d’aprés T” en échangeant les numéros i et 7. On a facilement y(T7) = v(T") — 1.
Par hypothese de récurrence, il suit

dim Z(u).Fz = dim B, — ~(T").
Comme dans §21.3.2] on consiere les ensembles F, E', F relatifs & 7" :
E=Aay,...,a;} E' = {by,...,b;} et F={ap1,..,a,}.
Soient E , /E//, F les ensembles analogues définis relativement au tableau T, D’apres

§21.3.3| (et avec les notations de §21.3.2)) on a
dim Z(u).Fr = dim Z(u).Fpmin + A(E, F) + A(E,E') + A(F, E') + inv(E)

et dim Z(u).Fz = dim Z(u). Frprmin + A(E,F)+ A(E,E') + A(F, E') + inv(E).

Comparons ces dimensions. On distingue deux cas.

(1) Supposons 7€ E. Alorson a E=E, E' = E' et F' = F. Il suit
A(E,E'Y=A(E,F) A(E,F)=A(E,F) et A(F,E')=A(F,F)

et d’autre part inv(E) = inv(E) — 1. 1l suit dim Z(u).Fr = dim Z(u).Fz — L.

(2) Supposons 7 € F'. On a alors
A(E,E'Y=A(E,E') A(F,E')=A(F,F') et inv(E)=inv(E)

et d’autre part A(E, F) = A(E,F)—1. D'ou : dim Z(u).Fp = dim Z(u).Fz—1.

Dans tous les cas on trouve dim Z(u).Fr = dim Z(u).Fz — 1. Il en découle :
dim Z(u).Fp = dim B, —y(T") = 1 = dim B, — ~(T").

Cela acheve le raisonnement par récurrence et la preuve de la proposition. O
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Chapitre 22 . EQUATIONS DES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS DEUX-COLONNES

On suppose toujours que le diagramme Y = Y (u) a deux colonnes. Un tableau
standard T' € 7 (Y') définit une composante irréductible K7 C B,. On applique
les résultats des chapitres 14 et 20 a la recherche d’équations caractérisant les
drapeaux contenus dans la composante K7 .

Soit i, j € {0, ...,n} vérifiant i < j. Rappelons que Yﬁl désigne le diagramme de
Young défini comme la forme du tableau de Young ¥ 7};,; obtenu par jeu de Taquin
d’apres le sous-tableau gauche 7j;/;. Nous connaissons une condition nécessaire
d’appartenance du drapeau F = (Vj, ..., V;,) € B, a la composante KT, qui est la
suivante :

FeBy=Y(uyn) 2Y,), Vi,je{0,..,n} i<j
ou = est la relation de dominance. Cette implication est vraie quelle que soit la
forme de Y.

Dans le cas deux-colonnes, cette condition caractérise les drapeaux contenus
dans la composante K7 :

22.1. PROPOSITION

Supposons que le diagramme Y =Y (u) a deuz colonnes. Soit T € T(Y) stan-
dard, définissant une composante KT C B, . Soit un drapeau F = (Vy, ..., V,,) € B,.
On a l’équivalence :

FeK'&Y(uypy) 2Y) Vi,je{0,..,n}, i<j.

Démonstration. Soit F = (Vy, ..., V,,) € B,. D’apres la proposition [20.1], le drapeau
F figure dans la Z(u)-orbite d'un drapeau de la forme F, avec TV € T'(Y) lignes-
standard. On a I’équivalence

FeK's Fre KT,

Pour 0 <7 < j < mnonaY(uym) = Yu(T') dapres §9.6.7. D’autre part le
théoreme fournit I’équivalence :

Fre KT & Y;,(T") 2Y]), Vi,je{0,..,n}, i<j.

La proposition en découle. O

Exprimons d’une autre maniere la condition de la proposition, en utilisant le fait
que, pour comparer deux diagrammes de Young a deux colonnes selon la relation
de dominance, il suffit de comparer les hauteurs de leurs secondes colonnes.

Soit F = (Vi ..., V) € B,. Soient i, j € {0, ...,n} vérifiant i < j. La hauteur de
la seconde colonne du diagramme Y (ujy,/v;) coincide avec le rang de 'endomor-
phisme vy, v; : V;/Vi = V;/Vi.

On note 7, la hauteur de la seconde colonne du diagramme Y}/,. (Cette hauteur
est par ailleurs caractérisée par le lemme [10.4.1])
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On obtient ’équivalence
FeKl's rang ujy; jv; < 7;]7‘/1 Vi, j € {0,....,n}, 1 < j.

D’apres § , ce critere d’appartenance & la composante K7 s’exprime encore
de la maniere suivante :

22.2. PROPOSITION

Supposons que le diagramme Y =Y (u) a deux colonnes. Soit T € T(Y) stan-
dard, définissant une composante KT C B,. Soit un drapeau F = (Vy, ..., V,,) € Bu.
On a l’équivalence :

Fe K" e dim(Vi+uV;) <i,+i Vi,jed{0,..,n}, i<

22.2.1. Observation

Soit T € T (Y') standard. Il est possible de minimiser le nombre d’équations
nécessaires pour caractériser les drapeaux contenus dans la composante K. Par
exemple les équations correspondant aux couples (i,7) tels que ¢ = j — 1 sont
superflues : on a en effet u(V;) C V;. Voyons quels autres couples (i,j) peuvent
étre négligés.

Rappelons que le tableau lignes-standard 77 possede la propriété suivante :

Ainsi le nombre ij/l. peut étre “lu” sur le tableau 7. comme le nombre de lignes de

longueur 2 de T/ dont les deux numéros sont contenus dans ’ensemble {i+1, ..., j }.

Pour g € {1,2} on note Cy(T") 'ensemble des entrées de la g-eéme colonne de T,
qui coincide avec I'ensemble des entrées de la g-eme colonne de T7.. Pour i € Cy(T)
on note vy (i) le numéro voisin a gauche de i dans T7.

Soient 4, j € {0, ...,n} vérifiant i + 1 < j.

e Supposons j € Cy(T') et vy (j) > 4. Alors on a T’T/ 1 1/i 1. On a d’autre
part dim (V; + u(V;)) < dim (Vi +u(V_1)) + 1.
D’out Vimplication : dim (V; +u(Vj-1)) <7, +i = dim (V; + u(V)) it

e Supposons i + 1 = vy (j') avec j' € Co(T) N{1,...,5}. On a 7l i =T T L
On a d’autre part dim (V; + w(V;)) < dim (Vi1 + u(Vj)).
Dot:  dim (Vigr +u(Vy)) <7, +i+ 1= dim (V; +u(V))) < r]/z + 1.

Ainsi le drapeau F est contenu dans la composante KT si et seulement si on a
la relation dim (V; +u(V})) < 7*;[/Z + i pour tous 4, j € {0,...,n} vérifiant i +1 < j
et

j € Cl(T> ou (j € CQ(T) et VT/T(j) S Z)
i+ 1 ¢ {VT§(j/) :j/ S 02(T) n {1’ 73}}
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22.3. Equations cartésiennes au voisinage d’un point fixe

On fixe 7" € T'(Y) lignes-standard et on travaille au voisinage du drapeau

Fr € B,.

Pour ¢ € {1,...,n} on note x; € |Y| la case de Y portant le numéro ¢ dans le
tableau T". Soit e[i] = e,, le vecteur de base correspondant a z;. Soit Qp C B
I'ensemble des drapeaux F = (g, ..., V},) vérifiant

Vi & Vi1 @ (eli + 1], ..., e[n]).
Pour un tel drapeau, il existe une unique base e[1](F), ..., e[n](F) telle que pour
tout 7 € {1,...,n} on ait V; = (e[1](F), ..., e[i](F)) et
eli](F) —eli] € (e[i +1],...,e[n]).
Il existe des scalaires ¢; j(F) (i € {1,...,n}, 7 € {i+1,...,n}) tels que

e[i)(F) =eli] + > Gj(Flelj] Vie{l,..,n}
j=it+1
L’ensemble Q27+ est un voisinage ouvert de Fr» dans B, les applications ¢; ; : Qp —
Al (1 €{1,..,n}, j € {i+1,...,n}) ainsi obtenues sont algébriques et leur produit
est un 1som0rphlsme de varletes de Qg sur lespace affine A™"+1/2,

Les ouverts Qg (1" € T'(Y)) recouvrent la fibre de Springer B,. Les ouverts
Qs correspondant aux tableaux lignes-standards T-constructibles recouvrent la
composante K.

Un drapeau F = (V,..., V) € Qg est contenu dans la composante K7 si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

u(V;) cV; Yied{l,...,n}
et dim (Vi +u(Vj) <7, +i Vi,j € {0,...,n}, i <j.

Ces conditions s’expriment facilement par des équations cartésiennes en les coor-
données ¢; ;(F).

Avec ces équations nous trouvons un moyen de juger de la singularité de la
composante K7, par exemple. Pour cela il suffit de considérer les équations au voi-
sinage du drapeau Fpum (cf. proposition [5.4.5/(b)). Bien que I'observation
permette de limiter leur nombre, les équations demeurent tres nombreuses ce qui
rend le calcul difficile.

Le chapitre suivant s’intéresse précisément aux questions de singularité des com-
posantes de B,. Nous verrons tout d’abord qu’il est nécessaire et suffisant d’étudier
la singularité en un seul point, le drapeau F7min. Nous chercherons ensuite des
criteres de singularité plus déductifs que celui que nous venons de suggérer.
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Chapitre 23 . UN CRITERE DE SINGULARITE
POUR LES COMPOSANTES DE B,
DANS LE CAS DEUX-COLONNES

Supposons toujours Y =Y (u) de type deux-colonnes.

Au début de ce chapitre, nous rappelons quelques caractéristiques des variétés
de Schubert. Puis nous rappelons le théoreme de V. Lakshmibai, qui donne une
condition nécessaire et suffisante de singularité pour une variété de Schubert, liée
aux points fixes du tore que celle-ci contient.

Nous établissons ensuite une condition suffisante de singularité de méme nature
pour les composantes de B,. Cette condition est-elle nécessaire et suffisante ?
Nous avons entrepris 1’étude de cette question et il nous apparait qu’une réponse
affirmative n’est pas a exclure.

23.1. Etude de la singularité des variétés de Schubert
On pourra consulter |[10]| pour plus de précisions.

23.1.1. Rappel de la définition des variétés de Schubert
Revenons au cadre du chapitre 5 : 'espace V' est simplement muni d’une base

(€1, €n)-
Soit une permutation o € 3,,. On note F(o) € B le drapeau défini par

Flo)= Vo,...,Vn) avec V= (ey,,...,e0,) Vi € {0,...,n}.

Ce drapeau est fixé par le tore des automorphismes diagonaux dans la base
(é1,...,e,) et tout point fixe du tore s’obtient ainsi.

Soit B C GL(V) le sous-groupe des automorphismes triangulaires inférieurs
dans la base :

B={geGL(V):ge;€{ej:j>1i)}

La cellule de Schubert S(o) C B est la B-orbite du drapeau F(o). La variété de
Schubert X (o) est la fermeture de la cellule S(o). On a

X(o)=| | 8(c")

o'>o

ou ¢’ parcourt ’ensemble des éléments de X,, vérifiant ¢’ > o, ou > est 'ordre de
Bruhat (cf. proposition |6.4)).

23.1.2. Un point fize maximal F(oy)

La permutation oy € ¥,,, définie par og : i — n+ 1 — i pour tout i € {1,...,n},
est I'unique élément maximal de X, pour l'ordre de Bruhat. Il suit que le drapeau
F(o9g) est contenu dans toute variété de Schubert.
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23.1.3. Non-singularité de la variété X (o) conditionnée par la non-singularité du
point fize F(op)

Fixons o € ¥,, et observons que la non-singularité de la variété X (o) est condi-
tionnée par la non-singularité du point fixe F(op). En effet le drapeau F(oy) est
contenu dans la fermeture de toute B-orbite. Ainsi, si la variété X (o) admet un
point singulier, alors le drapeau F(og) est contenu dans la fermeture de la B-
orbite de ce dernier. Comme ’ensemble des points singuliers de X (o) est fermé
et stable par 'action de B, il résulte que F(0p) est un point singulier de X (o).

23.1.4. Une minoration de diim Tz, X (o)

Soit A C ¥, 'ensemble des transpositions. A 7 € A on fait correspondre le
sous-groupe B(7) C B formé par les éléments g € B tels que g(e;) € (e;, er4))
pour tout . Le sous-groupe unipotent de B(7T) est un groupe a un parametre
U(r) = (97 e

On pose

Alo)={r€ A: 100 > 0}.

Pour tout 7 € A(o) la courbe (gt(T)}"(TUO))tek est contenue dans X (o) et se

prolonge en une courbe projective de point a l'infini F(oy). Ainsi a chaque élément
T € A(0o) on associe une courbe v, qui relie les points fixes F(70y) et F(0p) dans la
variété X (o). Chaque courbe définit un vecteur tangent en F(op). On montre que
les vecteurs tangents obtenus sont linéairement indépendants. Il résulte I'inégalité :

dim T]:(UO)X(O) > #A(J)

23.1.5. Un critére de singularité pour la variété X (o)

Rappelons que la dimension de la variété de Schubert X (o) est liée a la longueur
de Bruhat [g(¢) par la formule dim X (¢) = dim B — (o) (selon nos conventions.
Cft. . On déduit le critere suivant :

Supposons #A(c) + (o) > n(n —1)/2. Alors la variété de Schubert X (o) est
singuliere.

V. Lakshmibai [[10]| a montré que ce critére est une condition nécessaire et
suffisante de singularité :

23.1.6. THEOREME
Soit o € ¥,
(a) On a l’égalité
dim Tz, X (o) = #A(0).
(b) La variété X (o) est singuliére si et seulement si #A(o)+1g(c) >n(n—1)/2.

Comme pour les variétés de Schubert, la non-singularité d’une composante K7
de la fibre de Springer B,, dans le cas deux-colonnes, est conditionnée par la non-
singularité d’'un seul point : le drapeau Frmin (cf. proposition [5.4.5/(b)). D’autre
part nous avons vu dans la démonstration de la proposition que tout drapeau
F € KT est relié au drapeau Fpmin par une suite de courbes projectives. Nous
allons en déduire un critere de singularité analogue au critere de §23.1.5
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23.2. Un critere de singularité pour les composantes de B, dans le cas
deux-colonnes

23.2.1. Définition des ensembles A(Y) et A(KT)

On note r la hauteur de la premiere colonne de Y. Soit A(Y) 'ensemble des
tableaux lignes-standards 7" € 7(Y) qui s’obtiennent d’aprés 7™™ en échangeant
deux numéros ¢, 7 vérifiant ¢ < r et j > 1.

Soit T' € T(Y) standard. On note A(K™) I'ensemble des tableaux 7" € 7'(Y)
qui sont T-constructibles.

Exemple. Soient

Y = et T =

1
215
4

6

Les éléments de 1’ensemble A(Y) sont les dix tableaux suivants :

2001 1315 |45 |15 |15 1|5 [1|3]|1|d] |1]4] |1]5>
1161216 (2|6 3|6 |4/6| 2|6 (2|6] |2/3 2|6 2|4
3 1 3 2 3 4 ) 6 3 3
a4 (o] 4l [2] 8] (4] T[4 5] 6]

Tous ces tableaux sont T-constructibles, ainsi 'on a A(KT) = A(Y).

L’ensemble A(KT) joue le role de A(c) dans §23.1.5, On obtient le critere

suivant :

23.2.2. PROPOSITION

On suppose que le diagramme Y =Y (u) a deuz colonnes. Soit r la hauteur de
la premiere colonne de Y. Soit T € T(Y') standard, définissant une composante
irréductible KT C B,. Supposons

r(r—l).

HAKT) > 5

Alors la composante K7 est singuliére.

Ezemple. Dans 'exemple précédent, on obtient que la composante KT est sin-
guliere.
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Démonstration de la proposition. Soit (e;)zc|y| la base de Jordan de u indexée
sur 'ensemble des cases de Y déja fixée (cf. §4.5.2). Pour ¢ € {1,...,n} on note
z; € |Y| la case de Y portant le numéro i dans 7™ puis on pose e[i] = e,,. Ainsi
la base (e[1], ..., e[i]) est adaptée au drapeau Frpmin.

Le drapeau Fpmin admet dans la variété drapeau B le voisinage ouvert () sui-
vant :

Q= {F =(Vo,.. VJ) €B: Vi & Viy @ (eli + 1], ..., e[n]) Vi}.

Un drapeau F € € admet une unique base adaptée (e[1](F),...,e[n](F)) de la
forme

n
eli)(F) =eli] + > Gy(F)elj] Vie{l,..n}
j=i+1
Les fonctions ¢; ; : {2 ainsi obtenue sont algébriques et leur produit est un isomor-
phisme de © dans I'espace affine A™"~1/2_ Soit Vj, la structure d’espace vectoriel
induite sur ). Les fonctions ¢; ; induisent une base de I'espace dual de V. On
note X;; la base duale de Vg. L'espace tangent & la composante K7 en Frmin
s'identifie naturellement a un sous-espace de Vi noté Tq. Déterminons certains
vecteurs de ce sous-espace Tgq.

On note 7 la hauteur de la seconde colonne de Y. Pour p € {1,...,7} on note
ip = p et i, = p+r. Ainsi i, et i, sont les deux numéros de la p-eme ligne de
™, Pour p,q € {1, ...,7} tels que p < ¢, montrons que le vecteur X; ; + Xi;,i;,
est contenu dans 1’espace Tg,.

Pour t € k, soit h; : V — V Tautomorphisme défini par

hi :eli] = eli] sii ¢ {ip, i},
he :eliy] = elip] +telig] et hy:elip] e[| +t.efiy].

Pviq

On a h; € Z(u) pour tout t. L’ensemble (h;Frpmin)ier €st une courbe contenue
dans K7. Au vecteur tangent a cette courbe en Fpmin correspond un vecteur de
I'espace Tgq, précisément le vecteur X; ; + Xi;,i;.

Soit T" € A(KT). Le tableau T" est caractérisé par un couple (4, 5) tel que 1"
s’obtienne d’apres 7T™" en échangeant 1 et j. Onal < i < j < neti < r.
Montrons que le vecteur X ; est alors contenu dans 'espace Tq.

On distingue deux cas.

(1) Supposons j > 7+ 1. Autrement dit j n’admet pas de numéro a sa droite
dans T™". Pour t € k on note w; : V" — V "'automorphisme défini par
wyelll] —elll sil#7 etw:elj]— elj] +teli].

(2) Supposons j < 7. Alors j admet un numéro & sa droite dans 7™ que I'on
note j'. Comme ¢ < j le numéro i admet un numéro i’ a sa droite dans
™", Pour t € k soit w; : V — V I'automorphisme défini par

wyelll—elllsil ¢ {j,7}
wy :e[j] — elj] +te[i] et wy:elf] > ef] + teld].
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Dans les deux cas, on a w; € Z(u) pour tout ¢t. L’ensemble (w;Fr )ik est une
courbe contenue dans K7. On a limy_,oow;Fp» = Frmin. On obtient une courbe
projective reliant les drapeaux Fr et Frmin dans la composante K7. Cette courbe
admet en Frmin un vecteur tangent qui s’identifie dans Vi, au vecteur X; ;. Il suit :

Xm‘ e Vo.
Finalement chaque couple (p,q) vérifiant 1 < p < ¢ < 7 et chaque tableau
T € A(KT) définit un vecteur de I'espace Tgq. Tous ces vecteurs forment une

famille libre. Il suit :
dimTx  K' =dimTq > #A(K") +

Tmln 2
On a d’autre part

La proposition en résulte. O

23.2.3. Exemples

Le critere précédent est facilement implémentable sous la forme d’un pro-
gramme informatique. Ce programme permet de trouver un certain nombre de
composantes irréductibles singulieres. Ainsi les composantes des fibres de Sprin-
ger associées aux tableaux standards suivants sont singulieres.

113 112 113 112

215 314 215 314

417 516 417 5|6

6 7 6|8 78

114 113 113

216 216 215

3 4 4

5| [s] 6]

7 7 |7
114 113 113 114 113 114 113
216 216 205 216 2|6 215 215
318 418 418 3|7 417 3|7 417
) 5 6 5 ) 6 6
7 (7] 7l 8] [s| 8] s
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220

Index des notations

Notations principales.

k est un corps algébriquement clos
V' est un espace vectoriel de dimension n > 0 sur k
u:V — V est un endomorphisme nilpotent

GL(V) est le groupe des automorphismes de V'
B = B(V) est la variété drapeau, §2.3]

Y., est le groupe des permutations de {1,...,n}
A" est I'espace affine, §1.1.1]

B, = B,(V) est la fibre de Springer, §3
Z(u) est le sous-groupe des éléments g € GL(V) qui commutent avec u,

q

Y (u) est le diagramme de Young associé a u, §4.5)

Y, est I'ensemble des diagrammes de Young a n cases, 4.1
T (Y) est 'ensemble des tableaux standards de forme Y, §4.2

T'(Y) est 'ensemble des tableaux lignes-standards de forme Y, Q%

T™in € T(Y) est 'élément minimal pour la relation de dominance,
Soient T € T(Y) et T € T'(Y).

ST' est la rectification standard de 77, §4.4]

T'(T) est 'ensemble des tableaux 7" € T'(Y) tels que *T" =T, §4.4]

T, T|/z sont les sous-tableaux de T',T” formés par les indices 1, ..., 14

Tij/is T"J 4 sont les sous-tableaux de T, 7" formés par les indices i + 1, ..., j

Yf;l est le diagramme de Young induit par Tj;/;, 31

Yj/i(1") est le diagramme de Young induit par 7}; ;, §9.6.6

|Y'| est ’ensemble des cases de Y,

Yy est I'ensemble des bijections a : {1,...,n} — |Y]|

agr € Yy, P'élément induit par 77,

(€z)zely| est une base de Jordan de forme Y,

H C GL(V) est le tore des automorphismes diagonaux dans cette base
BL c BL(V) est I'ensemble localement fermé associé a T', §4.7

K7 est la composante irréductible de B, obtenue comme fermeture de BY,
Fr € B, est le point fixe de H associé a T', §4.6

S.(T") C B, est la cellule de Shimomura contenant Frp/, §7.1.5

Notations de la premieére partie.

X(9), Dy (f), §I.1.9 H™(X, M), 1.4
I(X), Dy (1), §1.1.10 H*(X, M), §1.4
k[X], Pr, §1.3.1] T,X, §I.5.1
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Grass;(V), Rs, §3.2 T.(Y), T)(T), §.3.1
Drap,, ;. (V), §2.2 ~., 5.3 T(Y), $5.3.2

Notations de la deuxieme partie.

F(o), 6.
(ig tdg:---11dp), §6.1]

~—
—_

~

lB7 "

Sa, §1.1.2
Fa, §7.1.2
N

qis @7 p@T7 p,T 5
Tik :

Notations des troisieme et quatrieme parties.

00,01, ...,0;, ... sont les tableaux successifs de I'algorithme de construction de T’

Si 6 est un tableau,

L,(0) est I'ensemble des entrées de la p-eme ligne de 6
C,(0) est 'ensemble des entrées de la g-eme colonne de 6
g

(0) est le cardinal de Cy(0)
p; est le numéro de la ligne contenant ’entrée ¢

Notations de la troisieme partie.

jT/, 1512 Il, q;r, §16]_
N, §15.1 Ji, §15.1 ~i, {061

Notations des chapitres 18 et 19.

s et § sont les longueurs des lignes de Y

s; &, s, &, §187] Voo, §18.6.3 I;, §18.9.1

s, u, 4186.3 1(6;), §18.9.2

I(T"), §18.1.1] 0y, 02, §18.6.4 (XA . A, §19.2
Ine(T,T"), §18.1.2 e[0], 0o, §18.6.4 I(T"), §19.3.1
In(T,T"), §18.1.2 [1;n], 418.6.4 (T, §19.3.2)

(T, T, 418.1.3 v, 41864 AT, T"), §19.3.2
(1", q18.1.4 i, 918.6.5) AT, T'), §19.3.2
dT(T"), §18.1.4 o, §18.7.1 d(T"; Ty, ..., T,,), 919.3.3
A, By, §I841 eili)(¢), §18.7.2 AT Ty, ... Ty), §19.3.3
0:[A], 0;(B]. §1841 Vi(#), 1875

s@ 50 §18.4.2 F(9), 418.7.5

eli], §18.6.1 KT 618.8

Vo, Uso, 918.6.2 W(T,T"), {18.§
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Notations de la cinquieme partie.

T'(KT), §20.2 Sz (Frv),
~(T"), 1 i1 §22

T}, §10.4.7 X(o), §231.1
Fixz (Fr), oo, §23.1.2

Z(u), $21.3
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