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 רק לא בודק המבחן .הזמן המוקצבאין צורך להשתמש בכל תך שלוש שעות, אך קח בחשבון כי לרשוענה על כל השאלות. 

 הנחותלהן ו שלפיו עובדים מודלל הן)בקיצור( התייחס . תשובה מלאה אמורה לאת היכולת להציב נתונים בנוסחה

אם ניסוח של שאלה או חלקה לא ברורים לך, נסח אינטרפרטציה סבירה לנוסח הלא  .המתבקשות לפני שמשתמשים בנוסחה

מתמטי תוך  אתה יכול להשתמש בסימן ,אם השימוש בנוסחה מחייב ידיעה של פרמטר אותו אינך יודע. הברור והמשך לפי

או שימוש בנוסחה  תשובה לקונית, למשל, המספר הנכון בלבדהסבר מה אתה עושה.  כל שאלהב .הסבר איזה פרמטר חסר

וגם: התשובות חייבות לכלול רק חומר הרלבנטי  .של הניקודקטן תזכה רק בחלק  מבלי לציין מדוע אפשר להשתמש בה,

 תביא להורדה בניקוד. לשאלות. הוספת חומר שאינו קשור ישירות לשאלה

 
כדורים  55כדורים באופן אקראי והיו ביניהם  100במיכל ענקי נמצאים כדורים לבנים ושחורים. הוציאו  .1

                                                רים שחורים.כדו  60%   -ל 50%שחורים. באיזו רמת מובהקות יודעים כי במיכל כולו יש בין 

 

פיתוח )שנעשה בין השאר בכיתה( האומר שההסתברות שהפרופורציה הנכונה של כדורים בשתמש : נתשובה

 שחורים  לכלל הכדורים תיפול ברווח בר סמך       

                                          n
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,  α  [X –  

  Xסטיות תקן מהממוצע. כאן   αיותר מאשר  םקרובישווה להסתברות שמשתנה נורמלי סטנדרטי יקבל ערכים 

. במונחים 10 הוא nמהנתונים עולה כי שורש  גודל המדגם. nהיא סטיית התקן של המדגם,   Sהוא הממוצע במדגם,

צריך כי  0.60לבין  0.50. כדי שהפרופורציה במיכל כולו תיפול בין X = 0.55של פרופורציות מקבלים כי   

חישוב פשוט מראה כי                                         0.05וצע של המדגם תהיה קטנה מאשר הסטייה ברווח בר הסמך מהממ

S = √ 0.55 ∙ 0.45     כלומרS   =0.497.  0.497 ∙  ∙ 0.05 ≥ 1/10   צריך להתקייםכדי לעמוד בתנאים α 

סטיות תקן  1. את ההסתברות שמשתנה נורמלי ייפול בתוך אחת תקן יתכלומר סטי 1α ≥  או בקירוב טוב מאוד 

 י ליפול מחוץ לסטיית תקן אחת, אוהאומר מה הסיכו 0.317ניתן המספר מהממוצע אפשר למצוא בטבלאות. בכיתה 

הפרופורציה הנכונה  ,אחוזים 68 קצת יותר מאשר שלרמת המובהקות ב. כלומר, 1ליפול בתוך  סטיית תקן  0.683

)אנו מסתפקים בתוצאה קרובה מכיוון שהנתונים עצמם  נמצאת בגבולות הנתונים. במיכל שחוריםהכדורים השל 

 .(Sמקורבים, למשל סטיית התקן 

 

 

מכונית ובה שלושה אנשים: שני גברים ואישה, הייתה מעורבת בתאונה. למשטרה לא ידוע מי הנהג ולכן,  .2

כי  הסתברותבעוד שה 0.4 -היות הנהג כגברים לשל כל אחד מה הסתברותמלכתחילה, מעריכה את ה

דם על . התגלה המשטרה העלתה ממצאים נוספים ה נוספת של. בדיק0.2 -ב כתהאישה היא הנהגת מוער

 -מהגברים ו 10%סטטיסטיקה מהימנה אומרת כי . Oוסוג הדם שלו הוא  ,הנהג נפצעההגה ומסיקים כי 

 Oוג דם סיכוי לסהאבל גם נודע כי הגבר הראשון מגיע ממשפחה בה  Oמהנשים הם בעלי סוג דם  8%

  כל אחד מהשלושה להיות הנהג?  לגביייעץ למשטרה כיצד לעדכן את הערכת הסיכויים . אנא 50%הוא 

 

את המאורעות: גבר א' נהג, גבר ב' נהג והאישה נהגה.   C-ו  A ,B -: במרחב מדגם מתאים נסמן בתשובה

את האינפורמציה הנוספת,   p(C) = 0.2  בעוד     p(A) = p(B) = 0.4ההערכה המקורית של המשטרה אומרת 

,  p(A|D) שמחפשים הם ההסתברויות המעודכנות  . D-נסמן בכלומר את המאורע כי התגלה הדם על ההגה, 

p(B|D) ו- p(C|D) . נודעת למשטרה משקפת את ההסתברויות האובייקטיביות. יש ושנניח כי האינפורמציה ש

אחת מהגרסאות ובפרט ב ,תמש בחוקי ההסתברות המותניתשלכן כדי לחשב את ההסתברויות המעודכנות אפשר לה

 לחוק בייס.

 ניתן על ידי Oהוא : הסיכוי שסוג הדם על ההגה לשם כך

 

(A) +  p(D |B)p(B) + p(D |C)p(C) p(D | A)p 

 

   0.256 =   0.2 ∙ 0.08 + 0.4 ∙ 0.1 + 0.4∙0.5וקל לחשב את המספר הזה :      

 גבר הראשון הוא הנהג ניתן על ידי  ההסיכוי המעודכן שבפרט, 

 

p(A|D)   =
𝑝(𝐷 | 𝐴)𝑝(𝐴)

0.256
 

 

הסיכוי המעודכן לגבי ש וביל לכךמדומה לגבי ההסתברויות המותנות האחרות חישוב , 0.78125והתוצאה היא 

 . 0.0625ולגבי האישה , 0.15625הגבר השני הוא  



. מהי פונקציית f(x) -במן שנסיש פונקציית צפיפות   Xנתון כי להתפלגות של משתנה מקרי מסוים א.  .3

 ? 2X+ 3 המשתנה המקריהצפיפות של 

 נסח חוק גבול מרכזי.. ב

ג. בניסוח שבסעיף הקודם מופיע מושג ההתכנסות, או הקרבה, בין התפלגויות. הגדר באופן מדויק למה 

 .הן לגבי התפלגויות כלליות והן לגבי אלה המופיעות במשפט שניסחת הכוונה

 התלות בניסוח חוק הגבול המרכזי.-ד. הראה כי אי אפשר להשמיט את הנחת אי

 

 )h(x) = f. אז  h -א. נסמן את פונקציית הצפיפות של המשתנה החדש בתשובה: 
𝑥−3

2
)זו תוצאה של שינוי  (

 (.בפונקציה משתנה

נסמן את התוחלת  סדרה של משתנים מקריים בלתי תלויים ושווי התפלגות.  …,i = 1 ,2, 3עבור   Xiיהיו ב.  

 ,i = 1 ,2עבור                Xiשהוא סכום של   את המשתנה המקרי   Z(n)   -נסמן ב .m –הם ב שלהמשותפת 

… ,n    אז ההתפלגות של . 

                                                                   
Z(n)    − n ∙ m 

𝜎 √𝑛
                     

 .1ושונות  0עם ממוצע  ת, כלומר להתפלגות נורמליN(0,1שואף לאינסוף להתפלגות  )  nמתכנסת כאשר 

ת ההצטברות יפונקצי בו αלכל מספר ממשי  אם  Hשואפת להתפלגות   Hnג. סדרת ההתפלגויות, או החוקים,  

היא ההתפלגות  Hכאשר   . H( x< α)  -שואף לאינסוף ל nמתכנס כאשר   Hn( x< α)מתקיים   ,רציפה   Hשל

רציפה אז  H פונקציית ההצטברות שלמכיוון ש αלכל  מתמתקיי התכנסותההמופיעה בניסוח המשפט הנורמלית 

 .בכל הישר

. המשתנים המקריים  [1/2 ,1/2-]על הקטע   h(x) = xלהיות שווים, למשל לפונקציה    Xi -ד. נבחר את כל ה

 hהאלה בוודאי שאינם בלתי תלויים. כל ההתפלגויות בביטוי שצריך לשאוף להתפלגות נורמלית הן כפולות של 

 ובפרט לא שואפות להתפלגות נורמלית.

 

 

 

נסמן את שהם שווי התפלגות אבל לא בהכרח בלתי תלויים.  Y -ו  Xשני משתנים מקריים  יםנתונ .4

  -השונות המשותפת ב
2

σ  הראה כי השונות של .X + Y  ובין   0בין רק יכולה לנוע
2

σ4 ושני ערכים ,

בור פונקציות עשוורץ -שוויון קושי-ה להשתמש באיצ.  )רמז: יתכן ותראכן מתקבליםאלה קיצוניים 

הוא קטן או שווה למכפלת  כאלהאינטגרל של מכפלת שתי פונקציות הריבוע האומר שאינטגרביליות 

ʃh ובסימול מתמטי   ,האינטגרלים של ריבוע הפונקציות
2
 ʃg

2
 ≥ (ʃ hg)

2
 . ) 

 

 את הממוצע של כל אחד משני המשתנים. השונות של הסכום מוגדרת על ידי התוחלת m -נסמן בתשובה. 

 E(( X+Y – 2m)
2
  -. ביטוי זה מציידו שווה ל(

                                E((X – m)
2
) + E((Y –m)

2
) + 2E((X –m)(Y-m)) 

 -שני הביטויים הראשונים שווים כל אחד ל
2

σ  .)את הביטוי הימני אפשר להעריך על ידי אי שוויון )לפי הגדרה

E(X-m)√2שוורץ על ידי     -קושי
2
E(Y-m)

2
כלומר על ידי  

2
σ2   מכאן ההערכה של .

2
σ4  לגבי השונות של

 מלמטה נובעת ישירות מההגדרה 0הסכום. ההערכה 

. הערך Y = -Xכאשר    ,למשל ,לגבי השונות של הסכום מתקבל 0הערך 
2

σ4  מתקבל כאשרY=X. 

 

 

             

לאחד ר מורה המנהל בית הסואחד משלושה אסירים נבחר באקראי ועתיד להיות מוצא להורג מחר.  .5

, לבחור בין אסיר ב' ואסיר ג' אחד שלא יוצא להורג ולספר , שיודע מי אמור להיות מוצא להורגהסוהרים

האינפורמציה החדשה עשויה לעדכן את כי ב' לא יוצא להורג. זאת לאסיר א'. הסוהר אומר לאסיר א' 

 מה הסיכוי המעשה סיפוראי אפשר להסיק מעדיין הראה כי סיכוייו של א' להיות זה שיוצא להורג. 

 אסטרטגיותכך שתציג לפחות שתי  . הראה זאת על ידישל א' להיות זה המוצא להורג למחרת המעודכן

 פעולה של הסוהר המביאות למסקנות שונות בדבר הסיכוי הנזכר של א'.

 

' על זה הוא יצביע לאסיר א ,אסטרטגיה אפשרית של הסוהר היא שאם או ב' או ג' מוצאים להורג למחרתתשובה: 

ולא  להורגג/ יוצא להורג. אחרת יצביע על אסיר ג'. מכיוון שהצביע על אסיר ב' יכול אסיר א' להסיק  אשלא יוצ

שאם או ב' או ג' מוצאים להורג למחרת הסוהר יצביע לאסיר א' על זה שלא  אחרת היאאפשרית אסטרטגיה  .הוא

)מחוק בייס( כי הסיכוי אסיר ב' יכול אסיר א' להסיק  להורג. אחרת יצביע על אסיר ב'. מכיוון שהצביע על איוצ

להורג או מכך  אא' הוא המוצ-ההצבעה על ב' יכלה לנבוע מכך ש, את מכיוון ש50%להורג מחר היא  אשהוא יוצ

    . יש כמובן עוד אסטרטגיות שמביאות לתוצאות אף שונות., ולשני המאורעות אותו סיכוילהורג אג' הוא המוצ -ש

   



 א. הגדר מהי התפלגות פואסונית. .6

את הקשר שבין מספר גדול של ניסיונות ברנולי שלכל אחד סיכוי הצלחה נמוך לבין )במדויק( הסבר ב. 

 התפלגות פואסונית.

 . גודל התביעהλמשתנה מקרי מפולג פואסונית עם תוחלת  ואמחברת ביטוח הלשנה מספר התביעות ג. 

של מספר התביעות,  , כך אנו מניחים,, שהוא פונקציה Xמשתנה מקרי עצמו הוא  הממוצעת בכל שנה

הסכום שחברת תוחלת  מה היארשום ביטוי המציג .  … k = 0, 1, 2, 3עבור  ak ניתנת על ידי הגודלהו

, נאמר הגודל קבוע k -אינו תלוי ב ak מה תהיה תוחלת התשלום אם  ?כל שנה הביטוח נתבעת לשלם

 ? cוגדלו 

יצד ייתכן כי התפלגות פואסונית יכולה להיות קרובה לנורמלית כאשר בהתפלגות נורמלית כד. הסבר 

, בעוד שהתפלגות פואסון נותנת היא חיובית ,שלילי a כאשר (a ,∞-)ההסתברות של כל אינטרוול   

   לכל אינטרוול כזה. 0הסתברות 

 

 

 … ,3 ,2 ,1 ,0נותנת הסתברות חיובית רק למספרים הטבעיים     λא. התפלגות פואסונית עם פרמטר תשובה: 

𝑒−𝜆היא    kכאשר ההסתברות של המספר  𝜆𝑘

𝑘!
. 

   0 -ו 1חזרות על ניסיון ברנולי של קבלת   nמשתנה מקרי המתקבל על ידי סיכום של נסתכל על  .ב

 – λ קבועל פתשוא np  אבל המכפלה 0 -שואף ל p -שואף לאינסוף ו n. כאשר בהתאמה (p-1) -ו  pבהסתברות 

 .λלהתפלגות פואסון עם אותו ההתפלגות של אותו משתנה מקרי שואפת 

 ak kתוחלת סכום התביעות היא  ,תביעות kהרי אם יש  kתלוי רק בפרמטר  akמכיוון שגודל התביעה  .ג

kak𝑒−𝜆  הסכום  ותוחלת סכום התביעות הכללי היא  𝜆𝑘

𝑘!
Σ  כאשר הסכום הוא עלk = 1,2,3,..   כאשר .ak = c 

מחוץ לסימן הסכימה" והסכום שנשאר היא התוחלת של המשתנה הפואסוני.  cהינו קבוע אפשר "להוציא את 

 . λ cכלומר, התוצאה המבוקשת היא  

 (0 ,∞-). אז האינטרול 25 -גדול מספיק, נאמר גדול מ λההתפלגות הפואסונית קרובה לנורמלית כאשר  .ד

. ההסתברות שלו אמנם λ ( סטיות תקן מהמוצע שהוא  25)שהוא שורש של  5יותר מאשר  כולו נמצא רחוק

10חיובית אבל מסדר גודל של 
-7

גדול  λ שהוא מספר קטן, וההסתברות הזו תהיה אפילו קטנה בסדרי גודל כאשר 

                           יותר. לכן ההתפלגות יכולה להיות קרובה לנורמלית.

                                                                      

 

 ! תםהצלחטוח שב


